
ZU3II.UStn.b ‘bbSIIbP-BIIblA.bPb ll.bimirbU.3b Sb4b’iU.W
____ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК ЛРМе6>1 И_____
lri.[4juiG|> 1рч 44, з, ]yy| Механика

УДК 539.3

НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПРОВОДЯЩЕЙ ПЛАСТИНКИ В 
ПРОДОЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

БАГДАСАРЯН Г Г... ХАЧАТРЯН Г М

В район-. нехотя их м.чгпнтоупругой теории гибких ц.?;:стин. изучены нелинейны:՛ 
колебания плис: ники полосы п продольном пос**»::««»» магии гном поле. Получено 
алгебраическое уравнение, которое сьялыплст <-.՛■ плехену.о частоту и амплитуду ко­
лебаний

Численным иесладоипинем этого уравнины выян.ц-но влияние амплитуды ч 
мп::։чтпого поли ил игнонные ХарлхтсрИстпк։| магпаiоулругих колебании.

/ Пусть упругая изотропная пластика-полоса постоянной тол­
щины 2И отнесена к декартовой системе координат д-։, ,гг, х3 так, что 
срединная плоскость педеформироваиноп пластинки совпадает с коор­
динатой плоскостью л-| л\* Пластинка, занимающая область (0<л"։<«. 
—оо<уу2<;оо. — изготовлена из проводящего материала и
колеблется в вакууме при наличии внешне՛:о постоянного магнитно­
го поля с заданных: вектором напряженности //о(//1.|, 0. 0). Граничные 
условия на длинных сторонах пластинки (х։ = 0, л։=а) таковы, что 
она колеблется по форме цилиндрической поверхности с образующими 
параллельными координатной линии Ох. (все величины не зависят 
от координаты л*2) магнитная проницаемость материала пластинки 
считается равной единице-

Будем пользоваться основными предположениями нелинейной 
теории пластин, считая справедливой гипотезу магпитоупругостп тон­
ких тел [I]. Будем считать также, что влиянием 1ангенциальных со­
ставляющих сил инерции и токов смешения на характеристики маг­
нитоупругих колебаний пластинки можно пренебречь.

В силу принятых предположений система уравнении нелинейных 
магнитоупругих колебаний, полученная в работе [2]. принимает вид.

.* +±£ = 0 
дх\ с д(

д[ _ 4пс /, /71± скс \ _ А1
г>л*։ ' с \ Т с д1 )

дги дти з(|— V») /. ди>\/ Н^дю\
+ + ~^Г V + <,։ V + 7՜ д!

о^+2^ + ^Нм Г +
у-Ч дН с \ с д1 /

34



2£й d [дю oit 1 / d<i.՝ \- |r —l=° <U)
где «(л\, /). k(.v։, /) - искомые перемещения точек срединной плос­
кости пластинки; О(х։, 1} -искомая тангенциальная компонента ин­
дуцированного в пластинке электрического поля. /(.vi։/) искомая 
нормальная компонента индуцированного в пластинке .магнитного 

поля Л(й։. О,/); /)=^/:7/'УЗ( 1 —иеская жесткость, —мо­
дуль упругости. V—коэффициент Пуассона, о—электропроводность, 
р—плотность материала пластинки; /.՛ / —неизвестные граничные зна­
чения тангенциальной компоненты /ii(x5, х.;, 1) па поверхностях х3= 
= ±А пластинки.

Величины й^, входящие в (1.1), определяются из решения урав­
нений Максвелла 1ля окружающей среды

roiA^=O. divA<H=0 (1.2)
при граничном условии

Л^=/ (1.3)

па поверхности пластинки и условии затухания электромагнитных 
возмущений на бесконечности. При решении краевой задачи 1'1.2) — 
(1.3) принимается, чти пластинка бесконечна. Тогда указанная крае­
вая задача легко решается. тля неизвестных ir՛ получаются выра­
жения

Л±=. (1.4)
’ k дх

В (1.4) к -волновое число, которое, в зависимости от граничных 
условий на контуре пластинки и от напряженности внешнего магнит­
ного поля, определяем асимптотическим методом решения соответст­
вующей линейной задачи, предложенный н работе [3]. Причем, как 
показано в [3]. ошибка, вносимая асимптотическим методом и пред­
положением бесконечности пластинки при онредслеиип hf и харак­
теристик магпптоупругвх колебании, пренебрежимо мала.

Учитывая (1.1) из (1.1), путем исключения функции *

àw_ =_ <?k df_ k 1Ч-йй .
àt 4*з dxx ' ° kh.

получим следующую систему дифференциальных уравнений, описыва­
ющую нелинейные колебания проводящей пластинки-полосы в про­
дольном магнитном поле:

д։и àw d-w (1— >М/г0/ , ды \д; __

D j 9 . àf _
dx^ dtl 2 г dx։
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ЪЁЬ д [бМ1 | ди I 
1 — у։ дл\ 1дх։ I дх։ 2

У 
’..(/Д', / (1.1)

где «(л՛,, 0, к'(лр И—искомые перемещения точек срединной плос­
кости пластинки; б(х։, О искомая тангенциальная компонента ин­
дуцированного в пластинке электрического поля. /(д',./) -искомая 
Цррмальйая компонента индуцированного в пластинке магнитного 

поля А(А։. О,/); £) =2/?А3/3( I 'г) -цилиндрическая жесткость, мо­
дуль упругости, е коэффициент Пуассона, о—электропроводность, 
р—плотность материала пластинки: ' —неизвестные граничные зна­
чения тангенциальной компоненты /ц(.с։, х3, I) на поверхностях х3 = 
= ±к пластинки.

Величины к՛֊, входящие в (11). определяются из решения урав­
нений Максвелла для окружающей среды

Го1/МН^(), (ПуА">=0 (1.2)
при граничном условии 

А<'>=/ (1-3)
на поверхности пластинки и условии затухания электромагнитных 
возмущений на бесконечности. При решении краевой задачи (1.2) — 
(1.3) принимается, что пластинка бесконечна. Тогда указанная крае­
вая задача легко решается, и для неизвестных А+ получаются выра­
жения

1 д1 
к ()х

(1.4)

В (1.4) к- волновое число, которое, в зависимости от граничных 
условий на контуре пластинки и <л напряженности внешнего магнит­
ного ноля, определяем асимптотическим методом решения соответст­
вующей линейной задачи, предложенный в работе [3]. Причем, как 
показано в [3], ошибка, вносимая асимпготическим методом и прел 
положением бесконечное«к пластинки при определении й* и харак­
теристик магнитоупругих колебаний, пренебрежимо мала.

Учитывая (1 II из 11.1) путем исключения функции ?

, /7Г„ сАо !: 1 'к,‘ (1.5)
с 61 4-а дх1 ’ ° Ай

получим следующую систему дифференциальных уравнений, описыва­
ющую нелинейные колебания проводящей пластинки-полосы в про­
дольном магнитном поле:

/-/о։^.\±С = о
Л*? г дххдх\ 4^/: V дхг)дхх

«. д/и —--- -‘ ''-И--------------------------
д.с] др 2- дхл

35



2£7/ а (спи [ ди 1 /дю V 1 ГТ
1—’ дх1 |дх։ 1 <?х։ 2 ^х, ) ) а 11

4" д / - Л
ЭТТ Ь^д։ \ 1 01 йх, 1— ՝-’ (1.6)

В случае идеально проводящей пластинки о—ос уравнения (1.6) 
принимают вил

(Ри <лс (Рю дю д։и>
"Ч лг, Л«- "<)х1<*4~

Л ,</•«’ Ь'Лз (РюО - - 2у!1 - ֊ ------ _
си д։՝ |-у’си*

2Ы д |ЭГ0 / дю \г |1=0
!->■ дл, Ьх։ 1 ОХ. 2 \ дх1 ) 11

I до

,.^'6.1)2֊к к1 ЛЛ/ (1.*)

При решении конкретных задач к уравнениям (1.5) должны быть 
присоединены обычные условия закрепления краев пластинки и гра­
ничные условия для нормальной компоненты / индуцированною в 
пластинке магнитного поля на торцах пластинки. Если край пластин­
ки неподвижен в поперечном направлении, го можно принять, что 
компонента индуцированного электрическою поля на этом краю 
равна нулю [1].
Поэтому для рассматриваемой задачи, если принять, что края пластин­
ки л-)=0 и х; =и в поперечном направлении неподвижны, то гранич­
ными условиями задачи помимо известных условии закрепления кра­
ев пластинки, согласно (1.5). будут также условия

при х.«-0, х,«чт (1.9)
дх.

Заметим, что нелинейные члены, входящие в (1.6), по своему 
происхождению, бывают двух типов: члены, характеризующие электро­
динамическую нелинейность (третий член первого уравнения системы 
(1.6)) и члены, характеризующие геометрическою нелинейность (вто­
рой член первого уравнения н четвертый член третьего уравнения 
системы (1.6)) (катанное относится также к системе (17). описыва­
ющей нелинейные магнигоупругиг колебания идеально проводящей 
пластинки. Как видно из первого уравнения системы (1.7). если 
= [(! V7)Ло ^01/2“^՜! 1- то третий член этого уравнения, учи­
тывающий электродинамическую пели1«. н.юс։ь. пренебрежимо мал 
по ерпппсник) со вторым членом, учитывающим геометрическую не­
линейность рассматриваемой задачи. Это заключение вытекает также 
из системы (1.6). если помимо «С 1 учесть также, что для реальных
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проводящих материалов и конструкций I, где со—часто­
та колебаний.

Таким образом, если пластинка не* слишком топкая (л/г^Ю 3)> 
ч интенсивность внешнего магнитного поли не слишком велика (//,,;^ 
СЗ • 10* эрстед), го преобладающей является геометрическая нелиней­
ность.

2. На основе уравнении (1.6) исследуем нелинейные магнито- 
упругие колебания пластинки-полосы, длинные стороны которой шар­
нирно оперты и неподвижны. Тогда граничными условиями задачи, 
согласно (1.9). будут

. у 2 ՛* * ।
ЪУ=0, ПРИ Л'։=Г)‘ Л֊ (2-1)

«(х։,/)=0 при Л‘։=0, х^а (2,2)
М
— =0 при л*,=0. х^-а (2.3)

Принимая а<С1, из первого уравнения системы (1.6), где нс- 
шнейиые члены электромагнитного происхождения 
а<1 будут пренебрегаться, после удовлетворения 
виям (2.2), находим

дх1 2 \dA-j / 2а .1 \ дх։ / 
и

которое позволяет исключить функцию и из системы
Остальные неизвестные функции ^(х^) и /(х։,;). удовлетво­

ряющие граничным условиям (2.1) и (2.3), будем искать в виде

/=/(/)со§Лл-1 (2.5)
где£=-'л; ю(/) и/(/)—неизвестные функции, подлежащие определению.

Подставляя (2.5) в третье уравнение системы (1.6), получим 
уравнение

(2.6)
(И 4г.о <И

согласно условию 
граничным уело-

(2.4)

(1.6)

которое представляем первое уравнение для определения неизвест­
ных а»(/) и /(/).

Подставляя (2.5) во второе уравнение системы (1.6), и. применяя 
метод Галеркина, с учетом (2.4), получим второе уравнение относи­
тельно и /(О в следующем виде;

&՛ ) О-/1 "-г \■՝>5?|£Ч (2.7)

где «»о—частота собственных малых колебаний пластинки при отсут­
ствии магнитного ноля.

Наконец. из (2.6) и (2.7), путем исключения функции Д()> при­
ходим к следующему уравнению.
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4֊= d_
kjfc* di

l -l ֊
Vi

(2.A (it “
описывающему нелинейные колебания пласгинкн-полосы коне 
электропроводности в продольном, постоянном магнитном поле.

■У. Решение уравнения (2.8) представим и виде

u\t)=A^swt (3,1
где /1, и —постоянные, to -частота колебаний.

1 io icwiH.iMM (3.1) н уравнение 1'2.8). и. приравнивая к нулю коэф 
финиспты при cosot и sinm/ (члены с утроенной частотой отбрасн 
иаются), получим, системы уравнений

л>л։ -н^-иг т. Л'1РА=о
7Л’)Л-(«»։-С^Лй)«Д8=0 (Й

аде

S’р.!_о- _ ^'L /7 
4кв ’ 1 "° 4-р 01

. - 2??1 , 42■_ 42 ! д;
• 16А* 1 •

0։ -частота малых магнитоупругих колебании идеально проводящей 
пластинки в продольном магнитном поле, .4—амплитуда магпитоупру- 
тих колебаний.

Требуя, чгобы система (3.2) имела нетривиальное решение, полу­
чим следующее характеристическое уравнение:

т0£Р ֊3”»- г0( 1 -43 ։-2,257фЙ ф?(14 2?25.4-)=0 (3.3]

связывающее комплексную частоту нелинейных магнитоупругих коле­
бании с их амплитудой и напряженное։ью внешнего магнитного поли.

В (3.3) введены следующие безразмерные обозначения:

4^ V о 
°“й0 ’ ” О?

<0՜՜ k ' (* 4’“i.--, V|~2//

Здесь <Т|>- .параметр, характеризующий проводимое;։, материала влас- 
гичка. гь фазовая скорость распространения упругих волн в плас- 
гиике, р величина, пропорциональная отношению скорости распро­
странения электромагнитных воли в вакууме к фазовой скорости рас-4 
простринення упругих волн и к.|зсгиике..7л—величина, характер»
ющая напряженное ь заданного магнитно:о поля 
скорости распространения элекгромлгнитных воли 
размерная амплитуда магиитоупруких колебаний

При отсутствии магнитного поля (//6)=0) из 
известная формула [4]

и численно равная 
Лльвепа, .4—без-] 

пластинки.
(3.3) получается
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О)2
07=1+2.25.45 (3.4)

характеризующая амплитудно-частотные зависимости нелинейных 
колебании и показывающая монотонно возрастающий характер '.ка­
танной зависимости.

В случае же линейной задачи ( 1=0) нз (3.3) получается извест­
ное уравнение [I]

оойа-р;?<)2 - =0( 14 -ь?=ю (3.5)
определяющее зависимость частоты малых магнитол пругих колебаний 
от величины напряженности внешнего магнитного поля. Исследование 
уравнения (3.5) ноказывае! следующий характер этой зависимости 

I И- Для сравнительно толстых пластин чистота колебаний увеличи­
вается с увеличением величины напряженности //0։ магнитного поля. 
Для очень тонких пластин картина существенно меняется. В этом 
случае, начиная с некоторого значения //’■!, при дальнейшем увели­
чении величины напряженности магнитного поля, частота малых коле­
баний быстро убывает, достигая пулевого уровня, который сохраия- 

I пся и определенном интервале изменения АЛМ. Дальнейшее увеличе­
ние его значения приводит к резкому увеличению частоты колебаний 
пластинки. Для пластинки средней толщины зависимость частоты 
колебаний от //<» имеет экстремальный характер (существует точка 
минимума).

Ниже, на основе уравнения (3.3) проведено численное исследо­
вание с целью выявления влияния амплитуды колебания на указанную 
иыше зависимость частоты магчитоупругих колебаний от величины на­
пряженности магнитного ноля, а также установлено влияние магнитного 
поля на амплитудно-частотную зависимость нелинейных колебаний.

Для расчетов принято /:'=8 • Юи щн/см2. '=0.3. о=1,5 • К)17 Нсек. 
р-7,1 • г/см՜’ (цинк), </=20 см. И 0.025 см. Н,л—г • 103 э.
Размеры пластинки выбраны таким образом. чтобы для линейной 
задачи существовала область пулевых значений частоты магнитоуиру- 
(нх колебаний пластинки. Резу.;:.га гы расчетов представлены на фш. 
1, 2 и 3. Из фиг. 1 (где показана зависимость частоты магннтоупру- 
гих колебаний от величины напряженности магнитного поля при раз­
личных значениях амплитуды колебаний), видно, что с. увеличением 
амплитуды колебании ширина области нулевых значений частоты 
колебании уменьшается и при определенном значении /1* полностью 
исчезает. При зависимость частоты колебаний о г
//о* имеет экстремальный характер с точкой минимума. При 
дальнейшем увеличении амплитуды колебаний (Д>ЛАч) исследуе­
мая зависимость 1пН> от //«и становится моиотонно-иозрастающей. 
Аналогичный результат виден также из фиг. 2, где показана ампли­
тудно-частотная зависимость колебаний пластинки при различных 
значениях величины напряженности магнитного поля. Из фиг. 2 вид­
но, что если напряженность магнитного ноля меньше некоторого зна- 
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чспкя, го с увеличением Л частота увеличивается, я если напряжен-; 
пос гь достаточно велика, ?о существует область изменения Л (0^Л$$Л։), 
где —0 При Л>Л . зависимость вновь имеет возрастающий ха* 
рактер. На фи 3 показана зависимость коэффициента затухания 
мг гни. него происхождения от напряженности магнитного ноля при 

различных значениях амплитуды колебаний. Отсюда видно, что с увели­
чением коэффициент затухания достаточно быстро увеличивается и. 
достигнув определенного значения, далее практически не изменяется 
Влияние амплитуды колебаний уменьшает демпфирующее дснсгвнс 
магнитного поля.

В заключение отметим, что если толщина пластинки такова, что 
при .1 = 0 зависимость частоты колебаний от //щ имеет монотонно 
возрастающий характер, то учет нелинейности колебании приводит к 
существенному увеличению частоты колебаний и уменьшению зату­
хания.

■10



\-lBR.\TlONS ОР СОХО1]СТ1\’Е РЕАТЕЗ 1М 
ЕОХ'СНТиГЖХАЕ МАОКЕПС РГЛЕЕ)

С|. Е. 1>АС1)Л‘՝ЛК1А\. О. М. К!1ЛСНЛГ1?1АК

ՀԱՂՈՐԴԻՉ 1111.ԼԽ III» ԴՄԱ31’Ն ՏԱՏ11.ՆՈ1՚ւրՆ1։|^ 1։14|ԱՅՆ1ԱւԱՆ 
ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ

Դ. հ. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ. Գ. Մ. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

Ա մ փ ո փ II • մ

Աշխատանքում, եչնեչով ճկուն սա/երի մ ա դնիսա աո աձդակ անւո Ա չան տե՝ 
4էււթյունիէք, ուսումնասիրված է շերտ- սաչի ոչ դծաչին տատանումներդ եր­
կայնական հաստատուն մագնիսական դաշտում: Ստացված I. Հանրահաշվա­
կան Հ ավասւորոէմ, որդ կաս/ Լ ստեղծում սւատանմ ան կոմ ւդքե դս Հաճախու - 
ի յան 1ւ ամ ւդյիտու դի միչե: Աչդ ավւս и ա րմ տն Ավաչին :Լտաղոտմամր ի !այտ 
( դերված ամպլիտսւդի ե Н ագնիս ական դաշտի ադդեչչուԱ չուններր մ ադնիււա 
առաձգական տատանումների Հիմնական րնուԱ ադրիչնե րի վրաւ
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