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ОБ ОДНОЙ УТОЧНЕННОЙ ТЕОРИИ АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН 
ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ

КИРАКОСЯН Р М

Из примере ортотропных пластин предлагаемся один здриапт уточненной теории 
анизотропных пластин переменной толщины, способной учитывать поперечные на
пряжения при удовлетворении поверхностных условий Предлагаемая теория явля
ется обобщением теории С А. Амбарцумяна на случай пластин переменной толщины,

Известно, что прочностные и упругие свойства современных ма
териалов и поперечном направлении существенно уступают свойствам 
в направлении армирования. С другой стороны, оптимальное проек
тирование приводи! к тонкостенным конструкциям переменной толщи
ны. Эш обстоятельства выдвигают на первый план вопросы построе
ния у-очненпых георий анизотропных пластин :՛. оболочек переменной 
толщины. Аналогичные вопросы при постоянной толщине обстоятель
но рассмотрены в известных монографиях [1] и [2]. В монографии 
[3] приведены результаты обширных исследований по уточненной 
теории пластин и оболочек переменной жесткости, основанной на 
гипотезе прямой линии.

В настоящей статье на примере ортотропных пластин предлага
ется одни вариант уточненной теории анизотропных пластин пере
менной толщины, способной учитывать поперечные касательные на
пряжения при удовлетворении поверхностных условий. Предлагаемая 
теория фактически является обобщением теории С. А. Амбарцумяна 
[2] па случай пластин переменной толщины.

/. Рассмотрим пластинку переменной толщины И, изготовленную 
I՛.?. ортотропного упругого .материала, главные направления которого 
параллельны осям прямоугольных декартовых координат х. у. и 
Пусть на пластинку действуют поверхностные нагрузки с интенсив
ностями X", /.*, приведенными к единице площади срединной
плоскости г=0. Здесь и в дальнейшем знаками » и «4՜* будем 
отмечать величины, относящиеся к погерхностя.м г— — А/2 и г— ЬА 2 
Соответственно. Условия крепления краев пластинки произвольны. 
Считая, что материал обладает слабыми упругими и прочностными 
свойствами в поперечном направлении, попытаемся построить для рас
сматриваемой пластинки переменной толщины уточненную теорию, 
учитывающую влияния напряжении т.,., и при удовлетворении со
ответствующих условий на поверхностях г= 4 й/2.
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В основу предлагаемой теории ставятся следующие предположе
ния:

а) нормальное к срединной плоскости пластинки перемещение 
не зависит от координаты <;

б) влияние нормального напряжения з, не учитывается;
в) касательные напряжения ". и т,. но толщине пластинки меня

ются по законам квадратных трехчленов

'«=4 г’ь, + <1.1)
где •>/ и ՛!>/— искомые функции координат х. у.

Направляющие косинусы внешних нормален поверхностей плас
тинки V- и •*+ определяются формулами |4|

11а каждой поверхности пластинки необходимо удовлетворить 
три условия. В силу предположения 6) одно из этих условий отпадает, 
а остальные принимают вид:

дЬз+------Н՜ — 2՜
Хдх жуду

-2Х՝

^+^2^-2^ <ЕЗ>

Дифференциальные уравнения равновесия сплошной среды при отсут
ствии объемных сил имею! вид [2]

^£ + ^ + ^=0. + (1.4)
дх ду дг дх ду дг

дх ду дг
С учетом (1.1) и обобщенного закона Гука ортотропного материала 
можно написать:
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е.

а//л . дм , , .
— - + — =<М>1Наг дх
ди у ,

Г у — ^44 '1 гЛ.»4?:! Гг ^41?3
ог ду (1.5)

где Л//-упругие постоянные материала. и> -прогиб, и, и пере
мещения пластинки вдоль осей х и у соответственно.

В рамках классической теории упругости законы распределения 
касательных иаиряжепин (1.1) соответствуют линейному изменению
напряжений зЛ, эу, хЛ.у, а следовательно, и деформаций ех, еу, еху по 
координате г. Соблюдая это соответствие и имея в виду (1.5), полу
чим:

ди> ,//|=п—г— -1 2а<л>„ 
дх

ди д։и) , а-^.
дх дх2 дх

ды , иу=у-г—
ду

ди 
еУ.= -֊ 

ду
дги)— 4-֊а
а/

д21 (1.6)

ди 
ау

дт 
дх

д*ш

- « аи R ду > 
' А ”1՜ °12 А гдх ду

дхду

дх1

а>։
Г2՜ + адх 51

ду՝ дх

(1.7)
„ ду п ди

2у — ^2’ т՜ “ 7'п ~ г 

ду дх
п д2и< п а<р. п

'22 . ~ ^12 уТ "։га55 “ '-^ла\.\ау3 дх՝ дх
/п а2«» а^։ а^։ \
\ дхду ду дх /

ди ди 
ду ' дх

Здесь и, г —-соответствующие перемещения срединной плоскости плас
тинки, Вц —коэффициенты, которые выражаются через упругие 
постоянные материала с помощью известных формул [2].

примут
основе (1.1) и (1.7) внутренние усилия и моменты пластинки 
вил:

а// д
дх \ ду

ЛЬ-

.. ,, . /ди ду\ .. И /.п ..$ = ВввА( —+ ). Л,= —(12-^ Л2«
\ау дх / 12 \

Д. = ֊(12>,+^)

/ „ д'ы .. д՝и> г> <*?! , » Л;( ։։^՜ п57+ ”я“^+ ,։"

(1.8)

12к ду*
д"и>
ал-2

^ла55 V՜1' 

дх
{>8



■п-(֊2—- 
12 \ дхду

</?, I ^|1

-г-о\> дх (1.9)

2. Выражения расчетных величин пластинки содержа । девять 
неизвестных функций— ?,, (/=1,2,3) и перемещения срединной
плоскости и, г՛, к՛. Для определения этих неизвестных необходимо сос
тавить девять независимых уравнений со своими ■ рлничнымн условия
ми. Пять из них получаются из уравнений равновесия дифференциаль
ного элемента срединной плоское։и [2]

где

д!\ д$ дТу о8 у-----------Р —
дх ду ду дх

дХх
дх дудх ду

7^_.

дМ- дН
■ —

дх

(2 1)

Л5=Г 1-А*֊ Г2=Г |-К , /-
(2.2)

Остальные четыре уравнения получаются из поверхностных условии 
(1.3) Разрушающая система уравнений распадается па две самостоя
тельные системы, одна из которых относится к плоско։՝! задаче, а дру
гая -к задаче изгиба пластинки. Эти системы имеют вид:

а) Плоская задача.
Уравнения равновесяя-

» в,^ + 
дх-

\

/дхду (2-3)
/ди \^а 

° \ду дх )ду 2

/• R °4՝ Л /Л?”<у
д'* и

дхду (2.4)
. до
■и у +

2

Из поверхностных условий следует

»,»֊[х,+ (в,^+в
Л | \ дх

ди \дк 
'2дх)ду

дъ \д/1 
дх/дх

(2.5)

֊1 г, + (виу?+в
Л I \ ду

Ч Ввв
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б) задача изгиба.
Уравнения равновесия—

3(4?1֊А’?։)^' + 3(41,+АЧ։)^ ֊) +
дх ду \ дх ду / (2.6)

4- Л։ + —)=֊12^2 
ду /

А։ ^(/уп.тб)^ -В„а„0̂  -5Л^֊
дх3 ” "'дхду2 ^дх2 м 55 ду2

+злI(Ви5?: 8^~
R а R 7 д'^\д/1^’1а5Г. \ "ий<1Т՜ ) —дх ду /дх

<Ах՛
дхду

( 2.7

-й։.,^-ан^^1=12х։-12?1-Лч
дх ду /ду |

А՛ I а,։~ +(В,,+2Й.,) у-- ֊ Й։А^֊ Вма*±՝ ֊ 
оу3 дх2ду ду2 дх2

,п п \ I , //-> д2& п д2и—«м(Д։ + ^н)т-у- ЗА \ВЫ-— 4-Я1а —
охду \ ду1 дх2

дх
дъ՝ \о/1 
ду /ду + *вв \ дхду (2.8)

д^1
- “К ~ ֊ «44 

ду
д^1 \д/1
дх /дх

= 12Г1-12Ф1-А։1>а

Из поверхностных условий следует

Ъ ^|4Л,-4Т1-Л (ви — -^ 
I \ дхг

Rв՝^ R а~ ^Н«55 3 дх
д \>, \д/1 ..«.I— ) — 
ду /дх

Э21£| д*՝ д՝\\дк |
дхду ду дх/ду I (2.9)

Л»
Д’*^ьй-’Й՛

ду дх”

(2.^ _ а„^
\ дхду ду

В.лЛ՛֊
дх

а д±ЛдЛ
<։ дх /дх

~ В

Подставляя (2.9) н (2.6) ֊(2-8). получим

л-| Вп֊^+(В„+2Ввл) 
дх3

д3^ дИ
охду2 дх

В., д3^
'23 туоу3

■ЫВ,։+2ЙИ)^- 1^1 . л[(С.Л, с\.8„)^ + 
0хМу]ду| | дх2

(2.Ю)
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d'HXd'w ծ՛1 և ժ2// \d։w
՚*^ր?Ժ7

, (fth
+-43и d'h d։w 

дхду дхду11 .ն ՜> ժ.\՜2

(2.11), (2 12) и (2.14) составляю! разрешающую систему уравнений 
задачи изгиба пластинки.

Таким образом, уточненная теория ортотропно)' пластинки у рас
смотренной постановке описывается уравнениями (2.3). (2.4), (2.11), 
(2.12) и (2.14). Система этих уравнений подобно случаю пластинок 
постоянной толщины [2] имеет 10-й порядок. В соответствии с этим, 
на каждой кромке пластинки следует ставить пять краевых условий— 
два для плоской задачи и три—для задачи изгиба. В качестве этих 
условий можно взять известные краевые условия уточненной теории 
пластинок постоянной юлщипы [2].

В заключении отметим, что если в выражениях зХ։ зу, хху мы оста
вили бы члены с множителями г։ и г3, го, кроме нарушения положе
ний классической теории упругости, невозможно было бы исключение 
из поверхностных условий ?й, с3, э2, Ф3 и общая разрешающая сис
тема уравнения имела бы 14-й порядок. В случае же пластинок пос
тоянной толщины учет этих членов не. связан с принципиальными ос
ложнениями и не приводит к повышению порядка разрешающей сис
темы.

ON THE ONE IMPROVED THEORY OF ANISOTROPIC PLATES 
WITH VARIABLE THICKNESS

R. M. KIRAKOSIAIX

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ 2ԱՍՏ11ԻԹՅԱՆ Ս.ՆԻ<»11Տ1'11Պ ՍԱԼԵՐԻ 11Ի ՃՇԴՐՏՎԱԾ 
ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 11ԱՍԻՆ

Ik 1Г. ււէՓԱԿՈՍՅԱն

Ա մ փ ո փ и I մ

Օրթ ոա րոսյ Աէպերի иր ին ա կ ի վրա առաջարկվում /; փոփոխական հաս- 
էՈՈէթյան անիզոտրոպ ոտքերի ճշզ/սովւա) ա hum (I յոէն, որբ հաչվի /, աոնոէմ 
քա շնական լարումները՛ ճշզրիւո բավարարելով մակերևութային պայմ ան- 
ներին; 4. пшу տ րկվւ։ ղ ա ես niff յսւն ը, փաստորեն, Հանդիսանում Ւ. Ս, Ս.. Համ
բարձում յանի տեսության ընդհանրացում ր փոփոխ ական ' աս ա ութ յան սալերի 
•»uni ար: 
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