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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ С 
НЕРОВНОЙ границей

АМБАРЦУМЯН В. А.. 1ПЕКОЯН X. В

Рассмотрено распространение упругой волны и ее взаимодействие с неровной 
поверхностью. Получены формулы для колебаний неровной поверхности н двух слу
чаях, когда на нес падает поперечная п продольная волна, Приведены аналитичес
кие выражения для плоской поверхности, которые сравниваются со случаями не
ровной поверхности.

В настоящее время достаточно полно рассмотрено отражение и 
преломление сейсмических волн в случае плоской границы [1— 4].

Однако длины сейсмических волн обычно сравнимы с характер
ными размерами неровностей земной поверхности, поэтому модели с 
плоской земной поверхностью не всегда являются адекватными при
ближениями. Здесь существенно учитывать «шероховатость» земной 
поверхности. Вопросы отражения и преломления от неровной поверх
ности представляют, в частности, практический интерес для инже
нерной сейсмологии.

В настоящее время работ, где учитывается неровность границ 
среды, не очень много [6—8].

Целью настоящей работы является как-то дополнить этот про
бел, изучая распространение, отражение, преломление от свободно։։ 
неровной поверхности сейсмической волны, а также колебания неров
ной поверхности под воздействием сейсмической волны в получить 
простые выражения для перемещений поверхности Земли, удобные 
для применения на практике.

I. Общие уравнения и постановка задачи
Рассматривается распространение сейсмической волны в полупро

странстве с неплоскон поверхностью. Предполагается, что среда изо
тропна и однородна, Предполагается также, что интенсивность сейсми
ческой волны так мала, что можно ограничиться линейной теорией. 
Задача решается для двумерного случая.

Уравнение границы поверхности задается функцией х‘з=’| (л՛։) 
Твердое тело занимает полупространство д-3>ф.

Предполагается, что пол углом а в направлении АО, распрост
раняется гармоническая плоская волна {фиг. I). Тогда, как известно 
[9]. будут две отраженные волны- одна под углом а, а другая под 
углов 3- Если падающая волна продольная (Р-волиа), то угол отра
жения для отраженной Р-волкы будет <՛, а для отраженной попереч- 
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ной волны—0. Когда падающая волна поперечная (ЗУ или БН-волна). 
тогда отраженная поперечная волна составляет с осью Охз угол а, а 
отраженная продольная—угол 0. Ось Охз направлена в глубь среды.

Уравнения движения упругой среды в потенциалах сводятся к 
двум следующим уравнениям [9].

д.х] Эх’

#±,01 Г-^'1 
дх] Эх’ дГ-

(М)

(1-2)

где Ф—потенциал продольной волны, 4—потенциал поперечной волны, 
С]=”(/. ‘ 2и)р՜* —квадрат скорости продольной волны, С*—рр-1-квадрат 
скорости поперечной волны, Л и р —коэффициенты Ламе.

Перемещения выражаются через потенциалы следующим образом:

<Л =

ЭФ эр 
дхг дх3

(1.3)

ЭФ Э4
(1-4)

Эх, дху

Для дальнейших расчетов понадобятся также следующие выражения 
для компонент напряжений:

<>։Ф
3»-(к+2н)^

+,<^ф
1 дх\•>

—2р —■— 
Эх։Эх։

(15)

. Э’ф Э։Ф л дЧ (1.6)+'՝^? 4՛ 2^ , , ■ 
Эл^ЭХд

/о Э’ф дЧ \ (1.7)-П—I1 ( ֊ , \ Эх։Эх3 1 Эх’ /
На поверхности хз=ф(х։) напряжения исчезают

'зз“=|з“=0 при Х3-?(Х1) (1.8)

2. Решение задачи при малоискрив ценной границе 
Решить поставленную задачу для произвольной функции ц пред
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ставляет значительную математическую трудность. Поэтому постав
ленная задача будет решена для малоискринленной границы, будет 
использован метод возмущений, изложенный в работе [6]. Суть этого 
метола заключается а следующем: выбирают малый параметр, раз
лагают в ряд при х3=0 соответствующие величины н уравнениях 
(1.8). Таким образом, одна задача сводится к решению ряди задач. 
Первой задачей считается нулевое решение, соответствующее случаю 
плоской свободной границы

«’«-*<’»=0 при *3=0
Во второй задаче учитываются вторые члены разложения в граничных 
условиях (1.8). Это соответствует первому приближению В третьей 
задаче, которая соответствует второму приближению, учитываются 
третьи члены разложения. Аналогичным образом составляются и 
другие задачи более высоких приближений.
В этой работе будем ограничиваться первым приближением.

Предполагается, что: I) глубина неровностей мала по сравнению 
с длиной падающей волны, 2) малы наклоны поверхности по отно
шению к средней плоскости.

Введем местную координатную систему х (/—1,2,3) так, чтобы 
ось х3 была направлена вдоль внутренней нормали к поверхности, 
а оси л՜, х', были близки к направлениям- соответственно, осей х։ и х2. 
Тогда .можно написать

х;=«-*х* 

причем а,|(/=1,2.3) принимаются равными единице, а коэффициенты
/Л) считаются малыми первого порядка.
В новой координатной системе х'( напряжения преобразовываются 

следующим образом: <з^=«3,иаГяз„։п=0. Написав последнее выражение 
для э33 и с13 до членов первого порядка малости и разлагая пос
леднее в ряд по степеням ч>, ограничиваясь членами первого порядка 
малости, получим следующие соотношения:

(2-1)

Таким образом, вторая задача сводится к решению системы 
ний (1.1) и (1.2) с неоднородными граничными условиями (2.1) 
Если в нулевом приближении, в плоскости х3=0, напряжения 
ют, то в первом приближении они не исчезают, но малы и 
порядок с.

Решение нулевой задачи известно 19]. поэтому приведем лишь 
окончательные выражения для смещения точек плоскости д'з^О, кото
рые необходимы для дальнейших сравнений.
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Для падаюшей продольной волны

Ц=/ехр(/;)(1-т Р2<?3“։)[А+Р։(2иЛ)-։].4о. при х, = 0 (2.3)

Ц?=/ехр(к)р,(1 Ь2ЛЛ։(?1(^Р.1)"‘Ио1 при х,=0 (2.4)

где

<Н(*։ Щ 4-2Р^, р։=2Л*։֊ад,(2нЛ£3)֊‘

(?3—2^3-)-Лйр։(2иА/г։)“’, —ш/, кг. А’—

кг~кс1£*, к> 6с1£3 волновое число падающей волны, «֊-частота, 
/—время, ЛЛ—заданная амплитуда падающей волны.

Для падающей поперечной волны:

-*Мо։П— Р2РГ։-4Л’(р։О5)-’рАя1ехр(/;) при х,=0 (2.5)

(7։=/АД0։[1 Ь4Л։^иЛл(^,^3)-1|ехр(/«) при х,=0 (2.6)

Приступим к решению задачи первого приближения. Для даль
нейших расчетов необходимо преобразовать граничные условия (2.1) 
и (2.2). Подставляя в правые части выражений (2.1) и (22) соотно
шения (1.6) и (1.7). а потом решения нулевого приближения, форму
лы (2.1) и (2.2) приму։ следующий вид:

в1ДО)=С(^)?ехр(/Лх1) (2.7)

=,1(0) = [т(*)?+Л։(*)^- ехр(«,) (2.8)
<4

Конкретные виды функций С(л*), Т (к) и М(к) различны в зави
симости от типа падающей волны (продольной или поперечной). По- 
это.м} они будут приведены в дальнейшем изложении.

Решения системы уравнений (1.1) и (1.2) при граничных условиях 
(2.7| и (2.8) следует искать н следующем виде:

Ф=(2-)|/֊<хр(-/<■>/) | М1ехр(/>։)4-В1ехр(р,)]^ 

>=(2-)|/2ехр(—/«/) | Маехр(Ь3НЯ,ехр(1*4)|</6

(2.9)

(2.Ю)

где
>։=*х,4 £։л-л, >։=/гх1-А'։л-3, >3=/гх։ + ^х։. у4=Лхг—Л։Х3.

Пусть падающая волна продольная, тогда в выражениях (2.9) и 
(2.10) следует подставить /!г=0. Учитывая соотношения (1.5) — (1.7) 
и подставляя решения (2.9) и (2.10) в граничные условия (2.7) и 
(2.8) и делая обратное преобразование Фурье, получатся следующие 
алгебраические соотношения:
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֊Р,(Л։4-я։)4֊2р*М==о (2.11)

2^(£8-Л։)+*я£,«Нр-։ (2.12)

где
+ <«

О=(2-)֊>/2у (2.13)

— X»
4՜ **

Н~ (2»)֊>» [ [т?+.И Ъх, (2.14)
7 1՜ дхх ]

Решая систему алгебраических уравнений (2.11) и (2.12). для коэф
фициентов В։ и В2 получатся следующие соотношения:

5։=(?,03-։Л,+//(։*р,)֊։-Ап6(2рАЛлр3)֊։ (215)

^=(М^)֊ч<?։(ЧРА-։)^1+И-
(2.16) 

-М2и**А) ]0+ (?Л(Рз19-’}
Для нахождения колебаний границы полупространства необхо

димо подставить решения (2.9) и (2.10). с учетом значений коэффи
циентов (2.15) и (2.16), к соотношения (1.3) и (1.4), тогда получится 
сумма нескольких ните։ радов.

Для расчета интегралов (2.13) и (2.14) нужно задать вид функ
ции <р. Однако более удобно задать функцию искривленности границы 
в виде ряда Фурье. Предполагая, что ? удовлетворяет условиям для 
разложения в ряд, можно написать:

ОО
?Л1ехр(йп^х1) (2.17)

т—-30

где ?=2тгА, А —периоды неровностей в направлении осн координат 
Хх, Тогда, учитывая, что

Ч£) = (2-)-’ \ ехр(/^х1у/х, 
V — X-

где 6 (/Г)— дель та -функция Дирака, для интегралов (2.13) и (2.14) 
получатся следующие выражения:

б«=(2*)։'2С(*Г£ ?т3(^) (2.18)
л։——с»

/У=(2^)>/2 I Т(к) 2 4- ^И(Л) У т^тЬ(т^)
т~—<* г,ч-. —оо

(2.19)

Выводы формул для перемещении точек неплоской поверхности 
границы будут сделаны для случая т=1, в формулах (2.18) и (2.19).
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Расчеты будут сделаны для фиксированных значений волновых чисел, 
поэтому будет положено, что

(2.20) 
еде Ло:. <|-—постоянные величины.
Интегрировать интегралы удается, когда ё=к—к«, а это означает, 
что длина неровностей поверхности сравнима с длиной падающей 
волны. Именно этот случай часто встречается па практике. Тогда для 
Смещений поверхностных ючек получатся следующие выражения:

£/։=/ехр(~4и>/){Ы01ехр(1»1) ^‘ЮИи-СтЛ^^М՜՜1 +

4Т<Р։Р֊։|ехр(/>2) | (2иЛ)֊Ч<?։7'<Р1(11(?։)֊’ + <?։(։4-р^։-։)4։4-

• [ I— ЛлЗ։(2р№։р3)-1|С?։|ехр(/-'<)) при х3=ф, (2.21)

^ав^ехр(-/а>/){Л։Л<։։ехр(п։)—*,<?-’] раЛ0։-ЛЛ?1С(2рЛЛ3)՜1 -?

4 ?։Ги֊։]ехр(Ьа)Т(2и*л)“։|р1(14֊Р,Р7։)Л1 1-?7^<?з(^з<?э)-1 +

411—МЛ(МбзСз)_։1С<р։|ехр(Ь4)} при х3=? (2.22)
где

С(Л)-2/Л։(?1<?уЧй.42^3).40|, Т=-2/*։Р; «|4ЛЧ^ +

+ад։|Лор ;И = 8«ад։(?}М01, (?։=^(Х4-2р)4-*?-

Сравнить полученные выражения (2.21) и (2.22) с соотношениями 
(2.3) и (2.4) можно только в точках хз=0. Подставляя в выражения 
(2.21) и (2.22) л՜:,—0. получатся выражения, где только первые сла
гаемые совпадут с выражениями (2.3) и (2.4). Таким образом, коле
бания выбранных О‘'ск криволинейной границы сильно отличаются 
от колебании этих же точек при плоской границе.

Пусть падающая волна поперечная, тогда в выражениях (2.9) и 
(2.10) следует подставить Л(=0. Поступая аналогичным образом, 
как это было сделано при /12 = 0, можно получить систему алгебра
ических уравнений относительно В. и В2. Решая эти уравнения, для 
коэффициентов В; и Ег получатся следующие выражения:

Я։-4р^3М<?^з)-^։42Л^^«?1<?з) М^М'МАЧ-’К^Г1

5։=<?։’?з։.4а4-2^((?։(?3)-։(74-(!^,)-։^

Аналогично. как по было сделано при падающей продольной 
волне, можно для смещения неровной поверхности получить следую
щие выражения:

Ц=гехр( А’>/){[(2։/1„ | 1?։7՝1<?.Г^։схр(/\)-

—.4о։/г3ехр(г>3) I [4р^3*^71Л02-(1-4иЛ։45^3С[-1<?71)Со1—

—2^А3Тф։(?7։]<?։ Чехр(/-^)} при хд=?, (2.23)

£/3=։ехр(—М)(Миехр(Ь3) ]-[ 44’£3иА’л<?з хЛо։4(1 “
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4-*РГЧ<Мад-Н։Гп-։4 2МС?։(?гх)ехр(/\)} при х,«<? (2.24)

где

С(Л)—2/ЬЬ,|1[ 4 Ь3 4- р- ’(кг) IА м

Т(Л)-^(4^рГЧЛя)(։֊р,(?^)До.

Л1(*)=2|^л( 14֊ Р4(?г։)( 1 )ЛМ

Подставляя х3=0 и сравнивая с соотношениями (2.5) и (2.6), 
можно видеть, что как и в случае Л։ =0, искривленность границы 
существенно меняет колебания выбранных точек свободной поверх
ности.

Нетрудно заметить, что полученные выражения (2.21) —(2.24) 
легко обобщить для различных значений т, однако из-за громоздкости 
формул здесь не приводятся.

С помощью формул (2.3)—(2.6), (2.21) —(2.24) можно вычислить 
горизонтальные и вертикальные перемещения неровной поверхности 
в точках х։=0 и оценить влияние неровностей свободной поверхности 
на колебания выбранных точек, сравнить их с колебаниями аналогич
ных точек плоской свободной поверхности. Результаты численных оце
нок приведены в таблице. Величины в таблице—безразмерные. Расче
ты сделаны для грунта, для которого С^Ст'^гЗ, Случай кф։=0 со. 
ответствует плоской поверхности полупространства.

Таблица

Hü
|L |L’3|,*A 0!

2—15° a—30°| ։—45 >|з. 15е 1’- 30° i-45°

0 2.3 4.74 2» 16 10.43 4.43 1 »9
0.1 0.66 3.593 1.728 10.41 4.58 2.11
0.2 3.62 2.716 1.296 10.39 4-72 2.33
0.3 6.58 1.839 0.864 10.36 4.87 2 .54
0.4 9-54 0.S62 0.432 10.34 5.02 2 .76
0.5 12.5 0.085 0.01 10.31 5.16 2.97

Как видно из данных, приведенных в таблице, наличие неров
ностей поверхности, даже при малых шаченнях «ц , приводит к сущест
венному изменению перемещений поверхности.

Авторы благодарят А. Г. Багдоева за ценные консультации, а 
также участников семинара «Волновые процессы» Института меха
ники АН Армении.

THE PROPAGATION OF WAVES IN SEMI-SPACE WITH THE 
ROUGHNESS BOUNDARY

V A. AMBARTSUMIAN, A. V. SHEKOYAN
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