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РАЗВИТИЕ ЛАМИНАРНОГО НЕУСТАНОВ1 [ВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ 
ВЯЗКОЙ жидкоеГИ НА ВХОДНОМ УЧАСТКЕ КРУГЛОЙ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЫ
САРУХАНЯП А. М

Сформулирована задача начальниго учаддь i ։ гиапнонарного ламинарного дни- 
женин н круг.иш пнлиндричеекин грхис !Io.iyir»ih формулы распределении скоро 
пи как ou длине и пи поперечному сечению шстационарного потока к начальном 
участке, так н и» поперечном;, сечению ՛ ciuûh.uliiiI'uüuhhom нсстаннонарном жнокс

Исследование неусшновившегося л нм и парного течения вязкой 
жидкости на входном участке круглой цилиндрической ։рубы имеет 
практическое и теоретическое значения. Соответствующая стационар­
ная задача рассмотрена во многих работах. Нестационарное течение 
рассматривалось лишь в некоторых работах. Используя линейную ач 
проксимацию и приближение, предложенное С .М. Тартом »работе [I]. 
рассмотрено пульсирующее течение на входном участке, иравомерност; 
которого подтверждается экспериментально [2]. Рассматривая влия­
ние периодического возмущения на пограничный слой плоской пласти­
ны. в работе 13] лается аппроксимирующее решение для входного 
участка цилиндрической трубы.

Воспользовавшись гипотезой автомодельности профилей скорост.։ 
в пограничном слое и уравнения импульсов в [ 1] дается решение за­
дачи при произвольном распределении скоростей на входе трубы. Ана­
логичная задача решена также в работе [5] методом численного ин­
тегрирования уравнения 11авье-Сн»кса. Используя линейную аппрок­
симацию, предложенную С. М. Таргом, ч приближение для малых вре­
мен в работе [6], решена задача о развитии течения на входном участ­
ке круглой трубы при разгонном движении жидкости.

В настоящей работе сделана попытка получить решение задачи ՛֊՛■ 
общем виде. Система аппроксимирующих дифференциальных уровне 
ний, описывающая нестационарную задачу осесимметричною движе­
ния несжимаемой жидкости в круглой цилиндрической трубе, имеет 
вид

,, dv,- l др fd'V; , ! Ժ1».\ 
àt " дг ~ о дг ( дг' ՚ г дг /

^ = 0
дг
Ժհլ- , 1 д . . է.
т~ — (ր՞Հ.)=0 dz г дг
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где ось О'г направлена вдоль оси трубы и начало отсчета совмещено 
с центром начала грубы.

—составляющие вектора скорости в направлении координат:.:

г, /1, 1'г=г'г.(^, г. О (о)
р—давление, зависящее 01 г и I, которое следует из уравнения (2). 
ю есть

Г=Р(֊- /) (6»
V плотность жидкости. V кинематический коэффициент вязкости; 
( п —осреднепиая но времени средняя скорость живого сечения; /?— 
радиус трубы; г —время.

Уравнения (I), (2). (3) па начальном \чистке имеют следуют։: • 
граничные и начальные условия:

»''г=0. при Г = /?
р.=='Дг), при 2=0. 0<г<А\ /=()

----- .(), 'Щ = 0, г. — -V При 2—’ОО 
и?

(7)

(9)

Здесь -и'—г (г./) является решением уравнения нестационарно: ՛) 
осесимметричного одномерного течения вязкой жидкости

ди' I др /дгт' ] дъ'\ й֊-֊Е+’(^+7г) <10)

при краевых условиях (7) и (8)
Общее решение уравнения (I) при краевых условиях (7), (8,1. (9) 

ищем в виде суммы

гдг,г,/)=Г(с,г,/)4 ?(г./) (II)
где 6(2, г,/)—общее решение однородного уравнения

ди . . ди /&и 1 ди \д( 0 дг (<?/■* * г дг / <1 ‘ *

<?(*,/)—частное решение неоднородного уравнения (1)
Общее решение уравнения (12) ншем в виде

Пго.О=^1СИг./)/0(/.л^) (13)

Здесь ./ср,? —֊ бесселевы функции пергою рода нулевого порядка;

С*(г, () —неизвестные коэффициенты
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Подставим значение С\г-г./) »ч (13) в уравнение (12) и прирав­
нивая соответствующие коэффициенты для определения неизвестных 
коэффициентов С\(г,/), получаем дифференциальное у равнение

+ () < 14)

Решение этого уравнения представим в виде

С։(г,О=С*(г)ехр( <|5>

I > р 
где /?.<= —— , тогда для определения Сц(£) получим уравнение 

у

=0 (16)сП
то есть Сд(<)— С*=Соп8!. Следовательно«

^(г./) = С*ехр(—г) (17)

Имея ввмлх соотношение (17). общее решение задачи примет вид

р..(г./,/)=Х։ С։У0 (м^-)ехр(-?) | ,(֊’•') (18)

Чтобы определи։»* неизвестную функпню^(г.И. >множим обе час­
ти уравнения (3) на г<1г и проинтегрируем ио г в пределах ог 0 до 
/?. Тогда, принимая во внимание условия прилипания жидкости к стен­
ке трубы, получим

R
(г^-аг=<3 (19)

02о
Подставляя из (18) «наченне г», в уравнение (19). получим сот- 

ношение 
л н

ь- ։л^т^с^(;‘йехр(-жл/Х‘ р֊-т(-’-')^=о о о
или

^¥(г./)=+2Х,-^- С.Л(>..1ехр(- ֊^г) (20)

Интегрируя последнее уравнение, получим

?(г.О-֊֊2Х։Я*/,(>.*)ехр(- 1 С0(г,Г) (21)

Здесь С0(г./) —постоянная интегрирования. Имея ввиду шачсниг
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?(г, 1} из (21), окончательно для v;(ztr, t) получим формулу

֊.,С»ехр(- j^Qr.O (22)

Значение С0(г,О определяется из условия (10). Подставляя и (22) 
z -ос. для С(,(г. ') получим

Сви.П-?'(М) (23)
t»'(r, Л ։ :|яе:с.я решением уравнения (10/ при краевых условиях (7) и 
(8), которое ищется в виде суммы

v(r, t)~L\(r,n±U։(r. t) (24)
i ;ie L\{r, t) решение задачи, учитывающее действие перепада давления 
ври нуле-.ых начальны.՝; и раничных условиях; I \\г./) -то же влия­
ние стенок грубы и начальное распределение скоростей.

Для нестационарною осесимметричного течения —«—0» откуда 
дг

следует, что давление в каждый момеш времени во всех живых сече­
ниях имеет одну а ту же величину. Эго возможно, если

(26)

(27)
(28)

(29)

(гО;
(31)

(32)

-^=/(0 (25)

II. определения функции Ь\ следует, что она является решение՝։ 
неоднородного уравнения

\4Г> г дг ) 
при нулевых начальных и граничных условиях 

б/։(г»/)=О, при г—R. />0 
б/։(г,г)—0. при Т=и, 

а £7։—решением однородного уравнения 

ди, /ди2 1 <Ш,\ 
Зт \Эг* г дг / 

при условиях 

Б ։(Г, Т)=Д), нри Г=/?, />0
Ь\{г, I) при Г=0, ()<г</?

Общее решение уравнения (29) ищем в виде:

£։ ^ехр(֊<72 ֊ г )

где (/м -корни функции Бесселя нулевого порядка: постоянный ко­
эффициент, значение которого определяется по формуле
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А'

<зз)

Решение исолно} -•» но. и -и и-<кн (261 ищем и ниде ря. Фурье- 
Бессели по собствен։՛' ՛. <|>$ .: ՛ ՛ • • я

(34)

при этом / является на; »метро՝՛
Для определении лг.ч«-»П1я ко »ффниисктоп .4»(П функцию /(/) 

разложим в ряд Фу, ье Бесселя

/(О
х.г/,п<^-)
Г»

(35)

Тогда уравнение (26) с >ч»тс-. (34) и (35) приме: ип ;

Уравнение (36) сишп ле՛ при условии

(36)

.4л(О--чл( ֊-?;֊/ 2Г(П
<7»Л(‘7*)

откуда

где

А(/)= —------  I /(/)ехр/<7; — / \Л =
\ *Я’- ;

о

•2|/7и)-Л(0)| (37)

/(О- |/(/)ехр(«֊'>
Таким образом, общее решение о (г,7). после подстановки значений
и Ц. имеет вид

Подставляй »иичеинс ИОСГОЯНН!.; . .«нии из (38) I) (22).
окончательно для ՛. г ..»л■ ■•• •••. ; ир.^ешп-

(39)

I Известия АН Лрмгнш՛ .Чсханцк V- „>
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Значение собе । венною числа задачи определяется 
условия при /?=г. х'г(г, г,/)==0. тогда

-АД' *)----------- —'•к

из граничного

или

Л('А)=о
Следовательно, собственные числа задачи '/.к есть 

Бесселя первого рода второго порядк։. Пч краевого 
уравнения (39) имеем

(40) 
корни функции 
условия (8) и

(41)

где

•^(г)=^(г) ֊ V .//^Л \[/л 
X R /I

.2Ц0). (42)

II < последнею равенства видно, что постоянные числа С к являют­
ся коэффициентами разложения функции ^(г) и ряд Фурье-Весселч.

Система нормализованных ортогональных функций, соответствую­
щих собственным функциям с весом г, имеет вид

Для определения значения коэффициентов С*> обе

(43)

(П) умножим и проинтегрируем

части равенства

по г, от 0 до

R получим

к
2/2 (44)

I

2./։(ч) 
Ч

Закон респредслеиия давления вдоль оси грубы можно определить 
из уравнения (I), подставляя в нем значение т\-(г. г. Г).

Начальные и граничные условия при этом будут: р=/>опри а=0, 
Г>0, /?=/> при г=г, />0.

Таким образом, получена расчетная формула распределения ско­
ростей при нестационарном ламинарном движении на входном участке 
круглой цилиндрической трубы для общего случая, когда начальные 
и граничные условия имеют общий рпд. Исходя из общего решения для 
заданного начального и «раничного условия, можно получить решения 
частных задач, вычислив при -лом соответствующие коэффициенты. 
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development of laminar non-steady flowing of 
UISCO US FLUID ON THE CIRCULAR CYLINDRICAL PIPE 

INLET PART
A A SA RI KHAM AS

IHlWSbM ՀԵՂՈՒԿԻ ՉՀԱՍՏԱՏՎԱԾ ԼԱՄԻՆԱՐ ՇԱՐԺՄԱՆ J»ai“MI.8llbiriJ 
iil.llP ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԽՈ'Է11՚1.ԱԿ1՚ ll'ObSl’Il.iriLlini'ir

II.. Ա. UILPI1 ԻՐԱՆՅԱՆ

II. if փ it փ it i if

Ձևակերպված Լ կլոր զլանային խողովակի մուարի տեղամասում Հաս­
տատված լամինար շարժման զւսրւյացմ ան խնղիրրլ

Խնդրի լուծում ր վւնտրվում Լ երկու ւյււււէ սէյւի տես ր:ւվ: ‘հււմ արելիներից 
մեկր ՝> ան ղի ս ան ։n մ / համ ասես , ավասսւրման յու.ծումր անհամասեո եզրա­
յին պայմ անների ղեպրում, իսկ մյուսր' անհամ սւսեո հավասարման լրսծումր 

•՚ ամ սւսեո եզրային պա յմնների ղեպրւէէմ ւ
Ստացված են արարրս fJ յան ւիուիոիէման սրինտչափությսւններր ինչպես 

մուսւրի տեդամ ասի այնպես 1էլ շարժ մ ան կայունացված տեղամասերի համար:
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