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\КОПЯII л I

Рассматривается жестк<н. lacnt'iecf-.uc течение пластически ортотропного мате
риала. когда жесткий шеролбнлтыС: house -.»пи "шкаегся и полупространство Маг; 
риал полупространства ии.тчнпясген соотношениям Ми теса .Хилла, главнее осп а«։п- 
.отроини совпадаюI с осями сфери'.еСкой ejzi.es... hoopaiiiia:. ■ центром на перши՛'-? 
кон\са.

Рассматривается течение пластически ортотропною материала, ког
да жесткий шероховатый конус, вращаясь aoicpyi своей оси, внедряет 
ся с постоянной скоростью н полупространство (фиг. I) Материал 
полупространства считается несжимаемым идеально жесткопласгичес- 
ким и подчиняется соотношениям плас лчески ортотропного тола Мп 
зеса-Хилла [1]. Принимается, что iданные оси анизотропии совпала 
ют с осями сферической системы координат центр которой помешен г 
вершине конуса. На контактной конической поверхности возникают 
касательные напряжения, значения я направления которых, главным 
образом, зависят от шероховатости ио», поверхности.

Фиг. I.

Аналогичная задача для изотропной.» материала рассмотрена в 
работе [2]. В работе [3] рассмотрено внедрение жесткого клина ՛.; 
анизотропное полупространство. Вдавливание жесткого штампа и 
анизотропную пластическую среду рассмотрено в [4] Исследование 
проникания тонкого твердого тела в тр лсверсально-изотроиную cpe.iv 
проведено в [5]. В работе [6] рассмотрено ввинчивание жесткого ци 
линдрического тела в пластически анизотропную трубу
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/ В случае осесимметричного течения (ифференинальные урав
нения равновесия в сферической системе координат п обычных обоз 
качениях имеют вид:

֊֊' + 1^ + ±(2,+.„с։65)=о
дг г о<> г

— + М» (1.1)
ог г дЬ г

~ ֊&•-. ■ 2--'.л՝։йЯ=п
дг г д') г

Зависимости между компонентами тензора скоростей деформаций, 
скоростей перемещений и напряжений

з,= ֊ = о|//0(;г ;0^;о(5г-3,)]
дг

+ -֊^=П|>.)+//.(։.-*) I
г г дЬ

И V
*.= — I — С1£б=!2 )-}-/%(з.-зо)]

Г г

։1 дъ ’ ди . Л.
2\/б = — 1-------------- (1.2)

дг г а ) г

2т«=~֊'-=ЯЛ1։-,; 
дг г

1 дш ?£.՛ , _ .2-'<։= ——֊ — с1§9«Й£в-.йт 
г д') г

Условие текучести .Чизсса-Хн.тл<ч берем в вило

/-;(«о-зу֊)2 -б;(с։- ^,)ЧЯ0(з,֊3б)Ч/0^4֊Л^4-^и^=1 (1.3)

Исходя из (1.2) — (1.3), компоненты напряжений удобно предста
вить в виде

5г = 2о ф

|/М (С-)«)։,] (1.4)

9 О 9-.=^7«.

где
<2=[(^/7)^-2//5^4(0՝-+ -г4ЛЬ;;;+4Л^1^

6=^. \ /.= ֊. л'= —, /и=»-1
А д А £0 Л’о Л%
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Д—^0^0 ~^п/'/0-г//о/՜о

Полагаем, что пластическая область, образующаяся нокруг жес
ткою конуса с углом ‘>—7, ограничивается некоторой конической 
поверхностью с углом 9=?, положение которой подлежит определе
нию в ходе решения задачи. Далее, принимается, что область плас
тического течения ограничивается поверхностью г=/Д9), свободной 
от внешних нагрузок, форму которой также следует определить. В 
этой области свойства материала считаются пластически ортотроп
ными, появляющиеся вследствие пластической деформации материала 
(деформационная анизотропия).

Для определенноеги принимаем, чы вращение конуса происходи! 
в сторону уменьшения азимутальной координаты <|. Допускается, что 
в пластической области радиальная скорость перемещения имеет по
ложительное направление г.

На контактно։! поверхности межд;. конусом и средой задаем ус
ловия;

г— Иоз1па (9=Д (1.5)

Здесь V» - заданная скорость внедрения конуса, /л, и 7,- поло
жительные постоянные, значения которых считаются заданными и за
висят пт характера и степени шероховатости конической поверхности 
соответственно в радиальном ։։ окружном напрлэленнях.

На граничной поверхности пластической зоны 9«-0 принимаем 
нормальную скорость перемещения непрерывной, а тангенциальную— 
разрывной. Тогда полагаем )7]

■и=(). -'х>, (&"$') (1.6)

Имеем также условие равенства объема внедренной части конуса 
объему вытесняемого материала.

2. В пластической области компоненты напряжений и скорое и: 
перемещений можно выразить через неизвестные функции /(9) и >(9) 

3г=б,_бууТТ?/д՜ /(77~/Т/г»ДТ/.72—4Л1>։

3.-50--(67 }-//)/Т'| :У[Х՜ 1(04Гр4-4М*а

■ с.=-М.Д1пД _ з|>
/?, '.И(О //)Г’-!4£У։ .441-1»

, ։

-о,=27.0՛/1 7»7а; /{(7 Н)Г 4£?'։-НЛК’ (2 I)

-^= 2ЛВ1Ч ^7лГ /(Сч-//)^^^'’^֊^2, -,ч -л
«===—/'з1п9—2/соя9. 'и=2/$1п0. о’=2Ь$1п9

где рг. 5. /?։ = /?(а), д_неизвестные постоянные.
Приведенные выражения (2.11 будут решениями системы уравне

ний (1.1)—(1.3), если /. у, и - удовлетворяют системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений
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/''43/'с1К5+7==г==/(«_/У)/-|.и/ >'«л-4М'? - О

շձ/Г՜ Т^л7у տհ>80 ' бЛГ#1֊-а/л- Տ1ո36 _ 0
/ГбТ77)/'։ 4Л ‘/ч ՜ /<бТ/7)ГԴ՜4ճ-г 4 ль*

'Ч-с^е-1֊(А/-а) ^=ճ2յ^-===>ր-^=օ (2.2)
Հ(67փ/7)ր'-7 4/.Հ’-ր-4.Ա;։

Согласно (1.5) (1.6) для этой системы уравнений находим 
граничные условия

/—֊% _____ ... ;■. ■■-■ = ..,5ц=г- (5«=а)
2 Հ(Օ՝ -| /У)Г • -ԱՀՏ-4ЛЬ։ V \-m\iN

/=0. •/—» (&=$)

-.(3) = -гп2 (2.3)

В формуле из (2.1). переходя к пределу 0 — թ и учитывая 
что при этом /—ос. имеем зависимость между т։« т(^) и ^=^-(3)

т^Уг №\-հ%Լ) (2.4)

3. Рассмотрим равновесие конической трубы, занимающей плас
тическую область г<;^/?(6), (фиг. 2). Приравнивая нулю
сумму проекций всех сил. действующих на поверхностях мысленно 
выделенного тела в направлении оси •%■»(), а также приравнивая нулю 
сумму моментов всех сил относительно этой оси и учитывая, что 
поверхность г = А'(6) свободна от внешних сил. получим

/?, /7.
I տՀր, т).мп* — ™։օ0Տ«|տ1ՈՅրժր— —/пасо։₽| У

Х51пЗг</г— 11 зг(г, ՉխօտՕ-Հր«(&)տ1ո6|ր8տ1ո6մ5 = Օ (3.1)
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Rt Rt $

J VjSin’otrWr — I 72sina3r’rfr 4- | T,¥(9)r3sln’€»rf6-’O (3.2)

f r 4
Здесь £2- /?(ß).

Подставляя в (3.1) выражения компонент напряжении и произ
водя интегрирование, получаем

WjSln‘2։ }--*amasin2ß Л1п։3(£>4-.Ain*) А[) — —--------------------------- ------------------------------  _ —
2(‘*’s!n*ß—sinh) ''’sln’ß—Sin’® 2

'=/?,.7?։ (3.3)

Z>—(OTA/) |
felge/ dt 

f(W/7)/a-r4A/« -.dh

Далее, интегрируя почленно второе уравнение (2.2) по 9. находим
з

3 I v>sin։9döx=(7։sln2Ä —^jSln’3

Подставляя в |3.2). получаем

(/, sinh
"։=7s-i^ (3.4)

Кроме функций /, -у, - остается определить также функцию /?(9) 
и параметр 3.

4. При определении формы свободной поверхности г=/?(б) игно
рируем роль окружного компонента касательного напряжения в про
цессе формирования этой поверхности по отношению к остальным 
компонентам ол и -п„ Из условия равновесия элемента вблизи сво
бодной поверхности г-/?(9) в меритональной плоскости на площадке 
с нормалью п (фиг. 3) имеем |8|

«я=о,(/?. 6)cosJ'Z; 9)Sln,fh г-,.«.(9)s։n2fj, 

тЯбзб( /?/>) —Sr (/?, 9) I s I n9wcps&* 4՜ V’.(9 )cos29, (4.1)
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где %: - 0, -ч hn -угол между нормалью п и положительным на
правлением z. Пусть параметрическое уравнение линии пересечения 
свободной поверхности с .меридиональной плоскостью задано в виде 
ь=р(0), г z(6).
Тогда

sin5.,- -г'2, cos5fl«p’ /р։֊уг’г (4.2)

Введя функцию

/?(б) = —— схр(/.(б)) (4.3)
св$3

где Л—i/^=/?։cos3 причем Л —заданная глубина, f1 — время внедре
ния, и переходя к полярной системе координат p=/?sin6. z=/?cos9, из 
(4.2) получаем

tgG'fl=(1g9-z ),(l- z'lgG) (4.4)

Аналогично с |2| составим выражение

Т=зп I-,

и определим Z? из условия минимума Т по 6», Дифференцированием 
и использованием (4.1) находим

д7УМ„-2(;г ( oo)“/w (4.5)

Полагая з,- з<<0 и приравнивая нулю (4.5). находим -п =0. 
Тогда

% = б-Ь arctg| 2W(«A— 55) ] (4 6)

Для этих значений 9л нз (1.5) определяем

LL. ^_М2Ч4^>0

Следовательно, функция Т получает минимальное значение при 
таком опреде лении 9„. На поверхности г /?(гй имеем -л։=0, а нор
мальное напряжение

МО-МЯ.О) ֊ 1|+ /(=,֊=,)’■• (4.7)
л*

Подставляя (1.6) в (4.1), определяем * , я затем, учитывая выра
жение компонентов напряжений (2.1), из (4.3) находим

exp ( 2 X 
cosp I

Л
1՝________t/(G ֊ Af)f«44Z/y>- 4/W>a՜М_____________________ 1
/|641-t’֊V)-i-4(G Д~Й>) -О/'/Г֊^эМ՛' I

(4.8)
Соответственно, будем иметь
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1՛ _____________ У(ОЧ-//:՛/ • : '2 • 4Л-ЙМ__________________ ]
1|0а(Г֊-’/Лг)4 -Цб-г//)^3 Ш?(77?-а-г ЛЬ«)-бу'1 I ’ 4,.V |

5. Из условия сохранения кол и чес г в а масс
f ։«0s*

?dz —/^Jsin’acos»

Переходя к полярным координатам, получаем

I t։3'sln^( I -z'ctgfJ’)o'1’ s= — shi’acos« 
з>э

Исключая z' при по.мошн интегрирования по частям приходим к 
уравнению

I exp je >֊

L 1՜______________ •/(G4 3)fl+4Z 4 vT/: d'J I

Jf|G«(l_-A/IV)-֊4(G-//)?|r4 16^W’՜֊?/N I >

sinWG= — siti?3co$ä 
2

(5.1)

которое вместе с системой уравнения ((2.2), при ранпчных условиях 
(2.3՝ определяет функции Л ?, ■ и параметры 3 и .4.

Сила давления конуса на сроду равна
А’.

Р= — < | |зг(г, i)siip- Wji.osxpt/z
h

Условное напряжение, приходящееся на основание inie.ipeiino ՛ 
части конуса, то есть р назовем удельным давлением.
После вычисления интеграла получаем

WjSinSa-w։'’sln2? . >2sin։3(Z2~Л1п>) 4р = —------------- 2--------£4 -------- i----------------r/z/.ctgy (5.2)
2(*3sin?ß—sln։a) v’sin’fi— sirrx

Зависимость между силон давлеип ։ к дубиной внедрения имеет 
вид

/>±=^Sh?a 4a 
cos։3

(•5.3)
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Вращающий момеш будет

Л1* =
2

о

6. Вводя новые функции «>($) и л(0) при помощи зависимостей

система (2.2) сводится к системе дифференциальных уравнений ка
нонического вида

$'=«3$с!й0 —
у'С-гН-ЦМ$а /«и тх \

<!)'«= -2«сК>5 - -------Иу / |_-злу_иЛ//. (6.2)
У (Т-НА-НШ*

-с(й&+ -7^=2== 
/«4А/+4;Ш3

А'М)
при граничных условиях

<»(«)-<?». <а)®л։։, -:(3)«—/и, (6.3)

Формулы компонентов напряжений (2.1) примут вид

■•-■■+7гаЙ1Т’',=?;га' >«'

6____________ 5
д=-д։+лш ֊ +&+Н))

г 23/5 — V 1 --.’/Л-ш’, /. , -9г=ш

Форма свободной поверхности определяется из (1.8)

/?(г>)=——■ ехр -2Х (6.5)
со$р I

э
(____________________ -н֊ь4М81ач________________=.=.

Г | | 4((7~/7)——-г 16Л1з։ |'։4 С?)/I — ֊֊ ֊

Из уравнения (5.1) имеем

^ехр*6Х (6.6)
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1*
У0-ьА/֊4АВ’<Л

+ 4<(? : //I
G’
- т16.Ил։

V

’> stnGJ6 = — sln’Scosp
л-

Удельное давление определяется согласно (5 2). причем

Р.хр -2 | 1(7 /7-4АВ’т/0

| 4(С7 /Л 16 Ил* -.»г
иг

V /

/М Н} т а . н ՛. ՝.: ’
3 | -afJ (6.7)

На поверхности г=/?((0 нормальные напряжения будет

Г ~ .. 11 I ,

। <•-
16Ил> -л 4֊ о

* Ф*

v ’ ГЛ

*
2/G+Z/+4.MS’

■I O4-^-4A!s*d6____________

—)- 4(G-H)-~ - !6Afs։ <!)■ 
т.1

Согласно полученному решению ид свободной поверхности вслед
ствие приближенного удовлетворения граничным условиям на этом 
поверхности •'появляются внешние нагрузки. Влияние эти.՝, нагрузок 
па напряженное состояние пластической »бластн вдали от спободион 
поверхности полагаем несущественным.

Из 1ифф(>|-спинальных уравнений (6.1). определяя функции /(0) 
и ։ХГ>) ПР։| граничных условиях /(а) • Го 2. /(₽)<=»(! и подставляя в 
выражения скоростей перемещений (2.1). находим

։________ _
Vo $1п6 / I flrC7 •Ь^-4.Ws, л \ /(’д)

"=27й ’ ^)ехр(-2дК'|-^ V-..U՛ ■՝ » №*

где

/(0) 
w“V’7(7)sl"rj'

fG * /7- Шт’ «՛)(:)
h

> Лг-
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Чксленпос решение задачи <6.2), (63), (6.6), (3.1) получено с 
помощью следующего алгоритма. Задается значение с учетом 
(2.1) методом пристрелки [9]. решается гвухточсчная краевая гадач ։ 
(6.2), (6.3) для выбранного значения параметра р. Затем проверяется 
хсловпе (6.6)- Путем варьирования параметра (’> достигается удоиле 
творение условия (0.6) Потом с учетом (6.7) проверяете» условие

(3.1). Путем варьирования значения параметра а достигается удов
летворение условия (3.4) В итоге удовлетворяются одновременно все 
условия задачи (6.2). (6.3), (6.6). (3.4). тем самым определяем фуик 
ции г, (о. з и параметры .4. (5. На основании проведенных численных 
расчетов на фиг. 1 построены । рафики силы давления по формуле (5.31 
1ля изотропного (пунктирная линия) и ..ля анизотропного (сплошная 
шипя) материалов при следующих значениях параметров задач?

6.->. >֊ 2.5: -I..՜։: —- =П,5: </,=0,6: х=ЗО". Из гра

фика видно влияние анизотропии на силу давления. Для тех же зна
чении параметров анизотропии на фиг. 5 построены графики ;(х) и 
/Дт) для изотропного и анизотропного (сплошная линия) материалов.

Фиг. 5.
28



случае изотропного материала пареметры аннзозропг.п принимают
G /7 п / Л1 ,— --—=2. — - — = I. 1 IponvAciiü также численное нс
.V Л՛' .V Л'

о границах изменения параметра г. Ирл а параметр

получает значения 3?^—, что не Допустимо согласно постановки 

задачи, так как в этом случае ж.. Это зависит также, от пара
метров анизотропии и значении параметров /?/. и <?։. Для всех рас
смотренных в численных исследонаииях параме тров при 7<Г8(*такого 
явления нс наблюдались, ю сеть пол\ченное решение для таких углов

конуса вполне применимо.

SCREWING OF Л R GID CONE IN PLASTIC ORTHOTROPIC 
HALF-SPACE

A. G. I1AKOÖIAN

«llir.S ЧПЫ» W”ï|Sni*SU.4nW '’ll.UJISb'ini'Ifi. OI'PILSril*’! 
ill'll IJ.SlU‘IHHll‘B‘?,ll.b ll'M

u. ։h 2Ю|ПВ?.։։.ъ

II. if l|l II l|l II I tl

'f/tin tn pl/l/т if i^iiiiimfilftipliti и p fl n tt< pit Ilf Itptlflp !j tt-tni - u][ iuu iul{ui\ 

hfifi mir! шрД tf tit h p hu tt tf Ipniii l[n\ip h Лpupn m in in l/tf >n if 
tj fill in tit tn putt) til Pjuili tfJi?։ Прпп^ц l.ti tnt/p, ilfl/iutrn^ >i ni) It'll III j!, lipiiu
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