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ДАВТЯН \ I

Рассматривается усгойчшин-.ть и ко гп*. ՝ ног ослоп и ш прямо՛ г՛.՛ р.п п.1.1 
гннкн. Причем п одном г.пчл слон и ц ihu.ii нфррпугы симметрично чтжкнтель о 
срединной плоскости плжшпкп. и ՛. .-р том .ним hmmcviih'Iiio. В очрнх 1',т.уч..ич 
получена критическая сжимающий нмружа п ни.тгдуетея *.iiiii ими՛.:!, Kpni»i" >՛• 
Нагрузки от расположения слоев илзсгнихн от.нтгслыги jpyi руга

Исследуются устойчивость и свободные колебания многослойной 
прямоугольной пластинки Материал слоев один и гот же, ортотроп
ный, слон повернуты друг относительно трута на некоторый угол. При
чём, в одном случае они повернуты симметрично относительно средни- 
ной плоскости пластинки, а в другом -антисимметрично. Оба и л 
случая изучаются в отдельности.

/. В случае симметричного расположения слоев уравнение устой
чивости пластинки при одностороннем сжатии будет

<РМг _ о1 М. ,.f <J‘H p&w _ ( ) 
дх* ду9 дхду дх*

где для моментов н изменений кривизны имеем

A'fj = ֊: ^iey»j
;W2= 4 R/z3 ,

• 1=^^r./։ ^Лл7՛.* *
<)2w d2w _ dzw

z։~՜ /;г“'"лТ' /j- A a'*7A՜* <7y дхду

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Приведенные цилиндрические жесткости определяются, как [I]

‘ п
֊֊2 1^’-^ DW.5 4-1

К//=0 (1.4)

где упругие коэффициенты каждого слоя выражаются через ։гачаль 
ные характеристики материала следующим образом [2: 3]

Я,?’—Л1։со$Ч* -Е 2(5։2-г 25fi<i)sin9?>cos3?j> • Zi22sin։'?ft

tfjjSin'-* 4- 2(Z?M 4- 2Z?ne) sin’s*cos’«*-t /<2соз։?А

= -i l#n 4 —2(£]3 2Я.,Й)| sIh14>cos։?*
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№ /Лп 4 |/>*п ֊ ՛ 4- 2/Лл)| §1па'-л соз’?*

Л{.*‘- ֊ |/^2?1п:тЛ — Впсо$’?* - (Л)г 2Яле) СО52'£л] 51п2?А (1.5)

/?<Д* - ■-[/?г2со$г-7> Д։։5(1Г?* — (В1а • 2/Л,я)СО82?л|$Ц12«е

Рассмотрим пластинку, все стороны которой свободно оперты

»=0 Л/։=0 при Л-=0 х-=я (1.6)

/И„=0 при у=0 у=Ь (1.7)

Решение (1.1) ищем в виде следующих тригонометрических 
дои, удовлетворяющих граничным условиям (1.6) и (1.7)

®= У V йтч 81П>.„.Л- 81пряу 
ЯГ—1 П—5

оз ОС
• Н։= 2^ Ьтп 8|п/«х-51щ։„у

ги — 1 л—I
ГК '.■»>.

М,= V V ^^н^л-бШГлу 
ГП —1 Л —I

г» .-м
//=2^ V </1ЯЛСОЗАтХ С0$р„у, 

т = 1 ?!—1

ря-

(1.8)

(1.9)

В [4] подобная задача решена другим методом—методом малою 
параметра.

При (1.8) и (1.9) все граничные условия удовлетворяются точно, 
однако, если исходить из (1.2) и (1.8). то соотношения (1.2) будет 
верны везде кроме границы.

Подставляя (1.8), <1.9) в (1.1) —(1.3), при этом учитывая, что
аг 

8!п>-лЛ= V 
р—1

С08'тЛ'= V 0^5(0/рАГ (1-Ю)
р- ’ 

_2/я|1-(֊1)Н-»»]> . _2д|1-(-1ИЧда1 
к(/?։в—/Я) ’ п -(/?—«’)

в окончательном виде дли ат„ получим 

+ а52^Ь.;4- - Р/;1 =

= ■ 4- ия) I (1.11)
.•к—1 н=Т 
тт р п-р
Критическую нагрузку получим, приравнивая определитель <гон 

бесконечной системы нулю. Беря конечный определитель, относи।ель

12



ни Р получим алгебраическое уравнение. Значение, критической иагруя 
кн можно уточнить, повышая порядок определителя.

Рассмотрим четырсхслойвую нластинк\ из стеклотексголнта 
КАСТ-В, которая имеет следующие упругие постоянные:

Л,-21,5 ГПа; £2=12.3 ГПа

6=2,07 ГПа; >,=0.19: >2=0,11 (1.12)

Так как упругие свойства материала ляле։пики и се плоскосгч 
в различных направлениях разные, ю значение критической ниру.:-:" 
будет различным и зависимости г. г ракиоложеиня слоев.

Поэтому можно найти те положения слоев пластинки, при. кето 
пых критическая нагрузка будет наибольшей.

Таблица !

1) 15 30 45 60 75 9'5

2*918 2,938 2.975 2,980 2.934 2,868 2.8.35
2.918 2,937 2.976 2,981 2.935 2,866 2.835

15 3.0'27 з.о.зз 3.064 3,073 3.035 2.970 2,939
3.063 3.084 3.112 3,127 3,080 3.012 2,980

30 3.254 3,260 3.250 3,298 3.262 3.195 3.167
3.327 3.349 3.31« 3,391 3.311 3-276 3.245

■15 3.314 3,324 3.352 .3,361 3,325 3.259 3.228
3,364 3,385 3.423 3.429 3,382 3.313 3.282

60 2,995 3.036 3.259 3.072 3,035 2,943 2,936
3.012 3.058 3.289 3.101 3,055 2.987 2.954
2.556 2 574 2.610 2,617 2.581 2,503 2,475
2.560 2.581 2-691 2.624 2,584 2.509 2,177

ПО 2.337 2,354 2.391 2,399 2,351 2.286 2.254
2.337 2.357 2,392 2.401 2,354 2,286 2,254

В табл I приведены значения безразмерной критической н г; грузки 
-

к Зависимости <л углов поворота слоев. Вычисления прово

дились ео втором приближении для пластинки — = 0,7. Р?.—жест- 
Ь

кость пластинки при. совпадении координатных систем, относительно 
которых рассчитываем жесткости.

В каждой клетке таблицы во вторых строках пометены Р 
если формально принять -О.

Из таблицы видно, что:
а) наибольшая критическая нагрузка получается при н—г2=4о . 

то есть фактический многбелой превращается в один слой;



б) ирготропное решение (пренебрежение приводил к уве
личению критической нагрузки.

2. В случае антисимметричного расположении слоев пластинки, 
помимо моментов, о срединной плоскости появляются также тангенци
альные усилия flj, то ecu» пластинка претерпевает изгиб и плоскую 
деформацию. Поэтому. здесь уравнение устойчивости (1.1) должно 
быть дополнено еше системой

дх ду ду дх

Усилия и моменты выражаются формулами:

/j —Cni։ С-12-2 ]*/\ /՛ J— С։.<:։

.11. : >. ՛_ ! \ ..՛ 1\ • , И .՛' А I)..-. д .।

•”k։n=i 1 ^։s-5

ди dv ди tiv• j=—: ?2=—; w=----- !-----
дх ду ду дх

Ktf=h*V l^-(fe֊l)a|ÖjA;, C։/-2//V 
A֊t *֊։

Подставляя (2.2)—(2.5) в (!1) и (2.1), получим

(2.2)

(2.3)

(2.1)

(2.5)

с '^кс„+С..)-^
дх- дхду ду1

д*ы .. d3w
։в ։ ~дх2ду tfy*

(I

С^ 
ь,дх*

и2 и 
дхду

илю 
дхду2

к'К111ТТ ох3
; (C1#-|-Cw) = 0

(2.6)

О„^ + 2(О1։-|-2Д,) 
г/г1

d'w . / дли _ ••
-■‘л'ои/ ։' \ ^A-։dy дх' )

_KJ3JÜL. +
\ ^A'dy’ , а\՝' дх2

Решение системы (2.6) ищем Fi виде

// = fsl[i/.r.։eos-l„y, üssscos/vjjSinpflV, w—>siri/.mslnyny 

удовлетворяющем граничным условиям

«=5=0 при л'=0; х=и

y=:.S‘=O при у=0; у-=д

(2 7)

(2.8)
После подстановки (2.7) в (2.6). получим систему алгебраичес

ких уравнений относительно /;«; У Приравнивая определитель этой 
ентемы нулю, для сжимающего усилия получим следующее выраже
ние:
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№ 1 т? с?
֊ /Л։-г2(^-2Ч«)-7- а> ;
с1 т-

2(<.» I <-'и)(зки- /<„)(з/<։„ • ки^ 
(с„ + си)(ся с„} - (с1։4 с։.)=

По формуле (2.9) критическая па։руз-ка определяется обычным
. &образом: устанавливается число /л для данногос =—, которое о-

Ь
обтает (2.9) минимальное значение (л—I).

Числовой пример ыя чеилрехслойноч пластинки здесь рассмот
рен для материала (I 12); г = 0,7.

Таблици .?

Т>

1
О 15 30 45 60 75 90

0 2.918 2.923 2.958 2.966 2.918 2.859 2.835
2-918 2,938 2.976 2,981 2.935 2,866 2.835

15 2.703 2.929 2.926 2.939 2.968 2.910 2,859
3.063 3.084 3-122 3.127 3.080 3.012 2.980

30 3.161 3-181 3.041 3.064 3.129 3.002 3-043
3,327 3.349 3.318 3.39! 3.344 3.276 3-2-15

45 3,231 3.201 3.220 2,850 3.284 3.156 3.155
з.зм 3.385 3.423 3,429 3.382 3.313 3.282

60 2.862 2.853 3.|Ц 2.868 2.789 2,783 2.832
3012 3,058 3.289 3.301 3.055 2,987 2.954

75 2.501 2.504 2.525 2.489 2-417 2,380 2.439
2.560 2.581 2.619 2.624 2.584 2,509 2.477
2.337 2.345 2.370 2.386 2.340 2.281 2.254

•Ю 2.337 2.357 2.392 2.401 2.354 2.286 2.254

В табл. 2 приведены значения критической нагрузки Р=

н как в табл. 1, во вторых строках каждой клетки помещены Р без 
учета плоской задачи на изгиб (/<и=К,6=()).
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Как п в предыдущем пункте, ортотропное решение (пренебрежс 
ине Л'.ъ) дает завышенное значение критической нагрузки. Аналогич
ный результат получен и в [5], но там пакет ортотропный углы по
ворота слоен 0° пли 90е.

•7. Рассмотрим свободные колебания свободно опертой пластинки 
при симметричном расположении слоев. Уравнение колебании будет:

сРМ. „ д-Н д'М.. ь/1 д°-к------к _} 2 1 .— ------------ (3. | ) 
дх* ахду-- оу՝ я дС՝

где .моменты и изменения кривизны определяются из (1.2) и (1.3). 
Решение |3.1) ищем в вило

\7*=s|nu^ v v dCTn siii/,rasln (3.2)
IK-lfl 1

.II,—sinw/v v $hi /.„ship,,y 
m- i <-i 
tv Ob

,AJ3=S|nm/ v V sinSin Рлу (3.3)
nt — 1 t: I 

<x **-
/7 = sill IV/ V V (ll!in C,)SAffl COS i‘Qy

я։—1 л = 1

удовлетворяющих условиям (1.6) и (l“j.
Подставляя (3.2), (3.3) н (1.2). (1.3) и (i.l). для аЛ1Л аналогично 

1-ому пункту получим:

: /72,и’)цр =
Г>

= 2S г <л)-т-£Мр?-*-1Ф1 (3.4)
w- I л֊-1 йг,-р п--~ ч

гона в зависимости от углов поворота слоев, бычне- 

Значение гобг։венных частот получим, приравнивая определитель 
.топ бесконечной системы нулю. Оно 1акже будет зависеть от орпен- 
i;i։inii слосз пластинки.

В табл. 3 приведено изменение безразмерной частоты основного

ления проводились но втором приближения для четырехслойной 
плес.инки материала (1.12), г = 0.7.

Во вторых строках табл. 3 помещены значения (<»а) при DM = 
=^։։-и.

Из таблицы видно, что как и при задаче устойчивости:
а) наибольшая частота собственны.’- колебаний получается пр։: 

(?1=?։=45с);
б) ортотропное решение приводи I i увеличению час ки
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՛է ad.umu i

0 15 30 45 60 75 90

11.9U8 11.990 12.147 12.16S 11.978 11.693 11.564u 11.90S i:.993 12.152 '12.172 11.979 11.691 11.56-1

1 Հ J2.388 13.517 12.552 12.583 12.423 11.638 12-027
12.517 13.698 12.735 2.755 12.575 11.782 12.159

13.340 13.3H> 13.342 13-534 13,381 13.106 12-988մԱ 13.554 13,672 13.658 13’‘33 13,655 13.367 13.238

13.573 FL՛. 13.736 13.770 13.617 13,345 13.218•։o 13.73H 13.827 13.%0 13-983 13.807 13.523 13.389

«0 12.237 12.413 13. <25 12,561 12.253 12,046 11 .843
12.727 12.489 13.408 12.012 12.470 12.ISO 12.049

75 10.435 10.510 10.661 i0.686 10.357 10.232 10.104
10.441 !0.52< 10.685 10.706 10.549 10.210 10.110

9U 9.5J1 9,612 9.759 9.791 9.598 9.330 9.201
9.531 9.616 9.763 9.796 9.599 9.331 9.20J

ON BUCKLING AND VIBRATION OF RESTANÜULAR 
MULTILAYER ANISOTROPIC PLATES

A. T. DA YUAN'

111"Լ'1.ԱՆ«։ՅՈ1՚Ն ՐԱԱՄԱՇԵՐՏ ԱՆԻԱՈՏՐՈՊ II ԱԼԻ ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅԱՆ 
1»Վ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐ!’ ՄԱՍԻՆ

Ա. fr. ԳԱՎ1>8ԱՆ

Ա մ փ ււ ւ|ւ ո ւ մ

Դիւոարկվոէմ են րււէէքմ ւււշերսւ ւ>ւ ղղան կ յ tt էն ււա/ի կէււքքէւն/ււքքյունե at mat 
տ ան ti ւս՚ներր: ււրւոմ, ււա[ի շերտերր շրշված են ոսպի միջին • ար::ւ ի։ յ ան
նկատմամր մի ղեպրւււմ սիմետրիկ, iijiitu ւյեպրում ՚ ակասիմե արիկւ Երկու 
դհսքրում Լ/ ստս։ցվե( Լ կրիտիկւսկան «ձ//»7/.պ րեոր ե ուԱՈէմնասիրվել I; կրի- 
է.՚ւիկս։կւսն ումի կախումր սսպի շերսէերի՝ միմեանց նկաւոմամր quin ավորու - 
թյէււնից։ էհպի iuquiiii տտսւանւււմներր դիսւարկվում են շերաերի սիմեարհկ 
ղսւս ավո րւ/i ff յան <}l< iij րո\մ ։ Սսւացված /, սւասււսնումների սեփւսկան fuit'ui- 
խ ա կ ան at ff t at ն կաքսւււմր ապի շերտէ, րի' մքււէյսւնր }ւկս,ւ/ւմ u.if ւ֊ ււր>.ւո jv.b .ււն- 
կյէ՚ւնիր- 1։երվւււծ են (քէքէւէյքւն օրինակներէ

2 IbiiecTHii AH ApMeHiiii, AV'X iniiKa
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