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Вопросы о собственных неосесиммгричных колебаниях и устой­
чивости длинных оркнронных ннлнндркчекил оболочек, находящихся 
под предварительным действием крутящ.;՛ < м.е 1 !1!|‘>՝ г-
торцам оболочки) и нормально: <• давления. нсдосгаь.чии иснещеп .1 
и литературе. Для ортотропных оболоче» средней длины вопр«н ус­
тойчивости подробно научен в работе |1]

Исследование проведено на ••снов.-!՛ ши полубез.мьмен ։н«и՛ rc-ipui» 
достаточно хорошо, отражающей физическую суть явления [2] При 
решении учитывались главные граничные условия. Ввиду того, ‘Ito 
точное удовлетворение всем граничным . словиям я задачах колеба­
ния и устойчивости цилиндрических оболочек, по шерженныи •'•сп-.шч 
кручения, представляет определенные ’рудаоети. -.’Зычно, сшиается 
возможным удовлетворение главным гр..инчны.м условиям. Решения, 
полученные таким образом, для опрел лення низших частотных и 
критических характеристик длинных оболочек является достаточно 
хорошим приближением для решений соответствующих свободному 
опиранию краев (3. 4].

В работе получены формулы и кр-; -ые для определения пизши 
частот длинных оболочек от величины крутящего момента, нормаль­
ного давления, геометрии и параметров ортотропии оболочки, а так­
же кривые зависимости критических крутящих моментов от нормаль 
кого давления (как внешнего, так и внутреннего). В предельном слу­
чае достаточно длинных изотропных оболочек на основании получен­
ных зависимостей получаем фирмулх Тимошенко тля критического 
момента [5].

Используя основные допущения полубелмомситиой теории и пре­
небрегая влиянием продольной помпошчиы сил инерции [Ь], получа­
ем основное уравнение относительно радиального перемещения ау
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o' /d'iv \ , д'и՝\
д? V?4 df ) E2 d? - \ df d? /

о/^а» d1«1 \ p/?* & (&** ^\ = o (1)
։W?S д\д?) E* дА.дъ՝ d<?)

^-OL-, ^ZL__AL_ (2)
W A-a EJi E. 2iWEh

Л касателтое и окружное нормальное напряжения исходного 
состояния; Л/, 7 —крутящий момент и давление; /?,/. А—радиус, дли­
на, толщина оболочки; «—безразмерные координаты в осевом и 
окружном направлениях (; = .v‘/?>.

Определение собственных колебании предварительно напряжен­
ной оболочки сводится к определению ненулевых решений уравнения 
<11 при краевых условиях

ю(0, <?, /)=«՛(/, <?, 0=0. 1—1/R (3)

Решение для собственных колебаин՛: предварительно напряжен 
пых оболочек представим в виде ряда

V sin/.m; |sin n («—7«) ֊ cos «(« — 7OI (4)
т.п

... ...
где f,,t= — . В разложении (4) члены с косинусоидальным сомни- 

е
жителем осевого направления отсуч шукн в связи с граничными ус­
ловиями (3).

Выражение (I) представим в виде

w= et֊֊: V !^'(cos|«(o—7U—cos|/»(e—тО+М1)4- 
mn \ -

4- (sin |//(r— — sin|//(«-7;) ֊ (5)

Подставляя (oj в уравнение (I), получаем

У (Л™՝Г(«. — w)cos[n(T—ГД|- rlmn4 (//. ///)cos| «(<?-7?) Г
fll/J

В,п,.л\п, w/)sinp/(y —ЯгплЧ'В - /Н)з1п|л(<г—70—

(6)

‘Г(н, Н tn) — ])•֊}- ~?«1Ц -гfy.. n3(tl՝ D —
/.'2

□а//’(//’4֊1). н== ■ «7-1 '-т. й5 -

Отсюда получаем

Лтп|‘Г(/г, —w) — /л)1 = 0, Л„„։рГ(//, — т) 4֊ Ч’(л, /я)]=0

B^n\yV(n, т) — ^(п. — /л)]֊-0. /л) Ь 4՛(л, —т)]=0
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Следовательно, для любой пары от, п должно иметь место ра­
венство

Ч*(//, ш)=0. ’!'(//. —от) — О, (7)
Таким образом, для существования нетривиального решения урав­

нения (I) при краевых условиях (3) необходимо и достаточно, чтобы 
нашлись целые от, п, удовлетворяющие условиям (7).

Соотношения (7) представляют собой следующие уравнения:

, £«’(«’—!)’ £, ( — /г;4֊2,С(-д;4-/.т) «(«’-!)
“«’4-1 Г “фЧ1Г + «Н!

/о/г=(а2_1)

з ««’(«’— 1 )2 к\ (—«7 - /.,„)’ 2$®(—/г;— кт) п(п* - I)
'2՝"՜"՜ «’4-1 К «’(«?4֊П "’"И ~

/;«’(№֊ 1)

Отсюда получаем

е«а(«’—!)» , £, («7)44֊6(«7)г^4-/^ _ 25?(«7)«(л’-1) 
л’4-1 £2 //’(«’+1) п2 ֊ I

/?«’(«’- 1)
(8)

(ад,»I(«г»’ + (»7)4,1- 4 »■(«’-։)=0 (9)

Па основании формулы (Я,) нетрудно заметить, но наименьшая 
частота в зависимости от от реализуется при т — \.

Упростим выражение (8). используя равенство (9). тогда

о а е«’(«а—1)3 £։ 'г‘-ь2'։(«т)2-
й=“։ - — ֊1 - + 7Г,------- --------------------+ «—Г < 1С>

Введем обозначения

«7-г. $$%=х2, = ^֊֊ • ^ = 3։ (11)

тогда формула (10) и соотношение <9) примут вил

а £Л2(^_1Р £,/.} |-2>.^= - Зг’ ЗМ«’(«2 I) (1.„
*“2՛՜ //’4-1 1 я։(л’4֊1) //’4-1

> 2 Л՜ -
г։֊гЗрг4֊2^=О. р=-~^՝ ?=—уг^«л(«։—1Ие

Представим и Е2 в следующем виде («1։ ։2 независимые па­
раметры)

/:’3=а։/.:՜, Е.,=у.,Е

5



Тогда
- /0 п
/ = —, /°=—-— 

г/ ЕН
(14)

7=—. $*=-
5. Е

Так как дискриминант 
ствительное решение

уравнения (13) 0>0. то имеем одно дей-

"х х-и*. «։.2 = (- <7±Т <7։4'Р3),/1 (15)

Е— - * У

■ — пл(пг — I).$*. 
я։

(՝• частности» на основании выражений (12), (В) для изотропной 
»•полочки ( ?։ а2 И при г О имеем 7=0 и известную формулу 

!)ч п|-'. □=?₽’£-*.
Введем изометрический параметр

(16)

и рассмотрим оболочки для различных р.
Выражение /г; на основании (14), (15) имеет вид

/2(12) 2(12)3/4—У+(4) [/2(12)3'*--
<4 7 \7։ / \5/

֊} 2(12>^(֊)’ +(|)'П*’'‘ <’7)

На фш 1 представлены кривые изменения значений /г; в зави­
симости от предварительного сдвигающего напряжения $ (при л=2), 
когда ; 0,5: I; 2 для различных значений («։=1Л=1) (0), (^ = 2, ?о=1) 
(1), (»,= !, 1,=2) (2).

На фи։. 2. 3, 4 приведены кривые изменения частоты ш в зави­
симости от х для случаев (и), (I), (2), когда /=0; 0,4; 0,4 (поло­
жительны« значения 7 соответствуют внутреннему давлению: отрица­
тельные- внешнему давлению). По оси ординат на этой фигуре 
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иг «=<2 й по оси аб­

сцисс—безразмерная величина х. Критические нагрузки получаются 
как точки пересечения с осью абсцисс кривых, выражающих зависи­
мость наименьшей частоты от нагрузки.

О 04 0.3 <2 20 sО 0<< Q& <2 . $
Фиг. 3. Фиг. 4.

Па основании формулы (!•>), аналогичным образом, нетрудно 
определить значения /г; при «=.3. 4. Подставляя эти значения 
п и //; для фиксированных значений т։, я2. $. / в формулу (12). по­
лучаем соответствующие значения <о. В частности, на фиг. 5 приве­
дены кривые изменения частоты в зависимости от .*> при //=3,4.5. ... 
для 3^0,5; 1; 2 (при /=0,4), для случаев (0), (1). (2). При этом 
соответствующие частотные кривые (для фиксированного //). в отли­
чие от низшей частоты, для приведенных значений 3 практически 
сливаются. Аналогичным образом нетрудно построить кривые и для 
иных значений исследуемых параметров.

Таким образом, показана степень влияния параметрон ортотропии 
на частотные характеристики предварительно закрученной оболочки 
как при действии внешнего, так и внутреннего давления. На основа­
нии приведенных кривых нетрудно заменив, что влияние параметров 
/л и /:2 на частотные характернапка в зависимости от значений нор­
мального давления и крутящих моментов различно: если при малых 
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значениях 7 большую роль оказывает величина радиального модули 
упругости Л’:!, то по мере возрастания роль продольного модуля уп­
ругости Е- возрастает и тем больше, чем больше параметр 0. Отмечено 
существенное влияние исследуемых факторов на низшие частоты и 
сравнительно слабое на высшие частот! .

На основании соотношений (12), • >3) нетрудно получить крити­

ческие зависимости я 5 и / (для различных значений л, и з։).
При ш= и из этих формул подучаем

Я1—1 И4-^։(ЛТ)։ _ /« ?/?/ г- 7 _ __  - 7 ---------- I ( ։- — —■____
• 3 1 Згл4(гг’-1) Е/г

7 - 5° -°
р։(«•()-«;-’ — 1)5* = 0, *--֊•

— *’ ш
В частности, при и $°=0 на основании (18.1, (19) 

(18)

(19)

имеем

/г. 0 и / = — {(и՜ — ! )-н;|гг/.4(л։ 1)|“’Ь откуда .тля достаточно длин­

ных оболочек, при а--'2, получаем известную формулу /*=$£.
Согласно формуле (19) получаем зависимостЕ» /г;(х). Поэтому, 

задавая $, для фиксированного ■՝: получас՝.! соответствующее значение 
л՛;. Подставляя это значение (при п=2) в формулу (18), получаем 
соответствующее критическое значение /, На фиг. 6, для вышерас­
смотренных случаен (0), (1), (2) приведены зависимости /*($*) для 
3 = 0,5; I: 2.

Фиг. 6.

При / = 0, ц = 2 уравнение (!К) принимает вид 

37,г=-2г:г (/ф>։+ 12’га2) =0

Положительный корень этою уравнения имеет вид

'41' Г'44 4)1
Если принять, что
8
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V2^l2

го формула (20) принимает вил

Подставляя это значение //•, в формулу (191. имеем

При рассмотрении достаточна длинных оболочек, когда

(:, Л.? "4:0,5

формула (23) упрощается и принимаем вид

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)$° = а
I 'J. 2

(120;-՛՛•
ЗУ 2

При 44 - I из (25) получаем известную формулу Тимошенко 
для критического крутящего момента «остаточно длинных оболочек, 
где влияние граничных условик ш учитывалось [о]. Следовательно, 
отсюда получаем, что при выполнении неравенства (2-1), граничными 
условиями можно пренебречь. При этом х-штывалось, что псу пенные 
граничные условия практически мало существенны, так как наиболь­
шее расхождение между критическими сдвигающими усилиями длин 
ных оболочек для граничных хслоняй: и՛ —и—0 и ®»Т։-0 сос­
тавляет величина около 10% |7|, тогда как условия по г՛, $, -вул^ 
являются несущественными |8]. [9| В то же время, из работы |4| 
следует, что критическое сдвигающее усилие, полученное прк удов­
летворении главных граничных условий и՛ —О, лает достаточно хо­
рошую аппроксимацию результатов как для граничных условий сво­
бодного опирания, так и жесткого закреплении.

Рассмотренные вопросы представляют существенный ингерес при 
динамических расчетах предварительно <акрученных длинных орто 
тропных оболочек, подверженных действию нормального давления.

ABOUT VIBRATIONS AND STABILITY OF LONG ORTHOTROPIC 
CYLINDRICAL SHELLS I NDER ACTION OF TORSION AND

PRESSURE
S. \ Kl/Kl DJANOV

iii.npiriH. in. oUGiria ii.9/)uniibib?,ii.bi: ifbiMUiu. bphu.p opp-nsw 
'M.H.W.ilbV Pll.'I.U.bP-bbPI’ SUSIMI’IIWU b’l. ЧЦ.9П Mill 14*8 П1’ЪР.
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֊1.чтн[։игч( шд / iifnpii u>\i h b»pii՝u>{ tub и։ put и։ pftli, <upit<f!)ii
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