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ОТРАЖЕНИЕ КВАЗИМОНОХРОМАТИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ 
ВОЛНЫ ОТ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ СРЕДЫ

БАГДОЕВ Л.Г., ШЕКОЯН А.В.
Изучено отражение пучка с гауссовским профилем от свободной поверхно­

сти среды. Предполагается, что среда изотропная, однородная, предварительно 
деформированная, нелинейная. В отношении, связывающем тензоры напряже­
ний и деформации, учитываются временные производные первого порядка тен­
зора напряжений л временные производные третьего порядка включительно 
тензора деформации. Для замороженных и равновесных случаев выведены не­
связанные уравнения для квазипродольных падающих п отраженных волн. В 
прибляженвн узких пучков получены аналитические решения1. Постановка задачи. Пусть имеется предварительно деформирован ная нелинейная реологическая полубесконечная изотропная однородная среда, которая имеет вязкость с внутренними осцилляциями. На достаточно боль­шой глубине генерируется возмущение, которое направлено снизу вверх. Цель данной статьи— выяснить как это возмущение распространяется и отража­ется от свободной поверхности.Уравнение движения среды и связи между тензорами напряжений, дефор­маций и компонентами вектора смешения имеют следующий вид:

р~дР ՜ э^'
- о , Ա, — Ա, + и, (1-1)44֊ «ւձ՜*Պ՚ք + օշժք/ք + օշժ^, = А^П 4 4- — ен(е/л 4- е*/) 4֊ ек[{ец + е,/) 4֊

4՜ շ՜ еь»(еь» + 4- 2е«(е^։ 4- е,л) 4- Ссц61к + ծւ£«մ։* 4- 2ծշ£։* 4- (11^кёц+4-2^շճ,Հ. 4՜ пгбце £ц 4-2ոշ £{к1, Ժս;
£,к = շ(«է* 4- ел, + е/.е/л), ?՝к = 4- (1.2)(1.3)где р начальная плотность среды, и*, и и,—соответственно компоненты полного, начального и возмущенного вектора смещения, ак—тензор дефор мании, хк—лангранжевые координаты, ар.- -лакгранжевый антисимметрич­ный тензор напряжений, п 1 и «2—времена релаксации, А и /х—коэффициенты 

28



Ламе, А, В, С—нелинейные модули треть порядка, Ъ\, 62, dj, ^2, nj и П2—параметры внутренних осцилляторов, 6^ тензор Кронекера, и\ счи­таем известным, dui/dik = const, уравнения (1.1) в нулевом порядке удовле­творяются.Координатная система выбирается следующим образом: оси ох\ и ох-> на­ходятся в плоскости границы среды, а ось 0X3 направлена в глубь среды. Вдоль оси 0x3 распространяется возмущение. Предполагается, что в пло скости «з = 0 истинные напряжения <7^ = 0. Предполагается также, что на некоторой глубине образованное возмущение имеет гауссовский профиль. В плоскости, где образовывается предварительное возмущение, из / 0, а «О = ин = 0, то есть в среде образовывается кваоипродольное возмущение.В настоящее время опубликовано достаточно много работ о распростра­нении нелинейных упругих волн в бесконечной среде [1-5]. Связь (1.2) для случая, когда не учитываются физическая нелинейность и предварительная деформированность среды, предложена в качестве модели грунтов в статье [2]. В различных областях исследовании представляет интерес рассмотреть раничную задачу с нелинейными уравнениями движения среды. Число пу­бликаций по данной теме незначительно.В выбранной среде существуют "замороженные” и "равновесные" волны. Рассмотрим их отдельно.2. ’’Равновесные” волны. За достаточно большое время волновое поле приходит в равновесное состояние. Главными членами в уравнении (1.2) сле­дует считать <7,fc и Eik, которые берутся за основу при упрощениях. Пользуясь известным методом а теории дифракции волн [6], принимаются следующие порядки: и.3 ~ 7Г~> ö— ~ , «2,6j ,Ь-2 ~ОХ\ 0X2

, , гЗ диз х .4а 1,02 , -g— Ö, ?г 1, и 2 Ö .
ОХ3Уравнение (1.1) записывается в перемещениях, для чего исключаются aii: и 

Eik. пользуясь выражениями (1.2) и (1.3). Вышей ринятые порядки для коэффи­циентов означают, что вязкость, дисперсия и диссипация считаются малыми.Величины äik исключаются с помощью главных членов уравнения (1.2),Уравнения для щ и и2 упрощаются до членов Ä1/2, а уравнение для из—до <5, тогда они примут следующий вид:
'’4r = ^ + A)äfir+*‘&’(j = 1'2) (2Л)

(Jt* ОХ1ОХ3 ОХ зд2«3 , о л^з д^из и д‘из . р # /дш , ди2\Р dt2 +2а2р ^з + ^dx2dt ■ М дх$ ^дхз[дх1 + +
+GlA,«3 + ֊ (di + ֊ ("1 ֊ = 0 <2՛2)где Г, = а,(2д + ЗА) - bi - 2Ь2, Я, = -А - 2д- (2А + 6В + 2С)^,р, = _Д _ я - (3А+ 2В+ 2С)в^, Gi = -д - (JA + ЗВ+ 2C)g,
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М = -А- 2,1 —2.4 - 6« - 2С, Д1 = +^г.В линейном одномерном случае ио уравнений (2.2) следует, что в среде распространяется продольная волна со скоростью
V2 — -Л՛!/?՜1

Решение системы (2.1)-(2.2) следует искать в виде суммы двух величин падающей и отраженно!։ волнуя. В работах [7,8] показано, что уравнения для падающей и отраженной в первом порядке волны расщепляются.Вводя новую переменную т/ = т — 1. г — гди՜1, исключая из системы (2.1 )- (2.2) функция Л1 и и-2, для падающей продольной волны получится следующее уравнение:
= + Р^ + ^ + п^] (2.3)

где ф = Ь = ֊<?»«’Л’Г'Дк», Г = 1/2ЛГ^Г1, О = -^Лу1,</ = -(с/1+ +</2)»(2Л’1)՜՜1. п = (п։ 4֊ п2)и(22У1)՜1, Р = 2а2р + Г^՜2, = Р1(А + д)»“2(р ֊ /XV՜2)՜1.Дия уравнения отраженной нолны вводится переменная т2 ■= —т - 1. Ана­логично, как это было сделано при выводе уравнения (2.3), можно получить следующее уравнение для у>2 = из/՜?:
,4^^ 4-+ + ” д^]

дЧ'2

дт2(Э( -|ь(Й) = -1А 
и дт2

[-г^ + рI ОТ2 дт1
(2-4)

Решение уравнения (2.3), ввиду наличия дисперсии и диссипации, ищется в следующем виде:
= лМ1(М)е*р[(-*՜ + ։л)п ~ О'+ «*>)*]+

+Л2(г,/)ехр[2(-Р + ։а)п + 2(р + 1о>)/] + к.с.} (2.5)
где Ад и А2—медленно меняющиеся амплитуды, соответственно первой и вто­рой гармоники, р- коэффициент поглощения, а —приращение к основной частоте о.Подставляя (2.5) в уравнение (2.3) и приравнивая к нулю коэффициенты у соответствующих экспонент, можно получить уравнения для амплитуд Л1 и 
А2 . Приравнивая к нулю наиболее по порядку недифференцируемые члены в уравнении для первой гармоники, получим уравнения линейной дисперсии и затухания

ш = --а3, р = а'1 пи՜1 —
VЗдесь и далее будет рассмотрен стационарный случай. При выполнении нера­венства о>г 1 и о? С о, в уравнении для амплитуды А2 можно пренебречь 
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дифференцируемыми членами. Тогда для величины Аз получится алгебраи­ческое уравнение. Исключая функцию Аз, для амплитуды первой гармоники получится следующее уравнение:(зЬл + ։а 4֊ и 4- 2па4и՜’^^^- 4֊ фпи2#|՜1
\ ) От \ дг2

|ЗА\ 

Г /= а4(2и2)"։(1+8що)(-12а;а4֊24п։а5и‘։ 4- Нио)՜’Г2е"2*'т | А, |2 А։ (2.6)Выражение (2.6)—ото известное уравнение модуляций аксиально-симметрич­ного пучка в цилиндрических координатах. Для нахождения его асимптотичс скоро решения в приближении узких пучков, следует делат։. преобразование, как в статье [9]. Подстановкой в уравнение (2.6) Л| = аехр(։д?), разделяя мнимые и действительные части, получаются два уравнения для величин а и 9?. решение которых ищется при пренебрежении линейной диссипацией в следующем виде:а = л0/։՜’ ехр -֊■■։(г1/1Г։].¥> = »։(г) + ֊г3ЛГ1(г) (2.7)где /1—безразмерная ширина пучка падающей волны, которая удовлетворяет уравнению Й = "Л՜3 (2.8)где
л/ = «в.г’л,-1«-1։։-зо՜’ - <г„и’^-։о-'гг4+

1 2 4 -2 
ТХ2000 
4 Х1 = £(3£с։՞ 4* 8р2о* 4- 48ло5ии 1) 

Х2 = —С(^о 4՜ бпо5^՜1 4- 241/а3£)
С = 1г’։-’[9{’ + (6п<։’р-։ + и»՜1)’

•о.'Неизвестные функции сг\ и /?-2 можно легко найти по известной функции /1. Уравнение (2.8) следует решать с граничными условиями:
г - Аз Хзвр л _ 2<ЭпУ2 . .^։(д ’ ат ли?) 2о(1-з<)’л М1-ЗО (2,,)

хз = ди—плоскость, где образовывается гауссовский пучок, по и г։— амплитуда и радиус в этой плоскости.Решение уравнения (2.8), с учетом граничных условий (2.9), имеет следу­ющий вид:
'гм->й'>+։,|*['-։+л^мГ*й>йгп; <։|»>
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Решение уравнения (2-4) ищется в следующем виде:02 “ |{^п’ОехР1(</ + ’։а)*3։:” (-4, + МН+
+ #2(г1СН-хр|2(։' + ш)т2 ֊ 2(4* + к«/)$) + к.с.} (2-11)

где 51 и В-2 медленно меняющиеся амплитуды отраженной волны, соответ­ственно первой и второй гармоники.Подставляя выражение (2.11) в уравнение (2.4) и делая аналогичные вы­числения. кая в случае падающей волны, получаются следующие уравнения модуляции и дисперсионные соотношения:
( +1о — Зкэ + (' 1 2?гсг%՜՜1 | — ~Ц 13\) =
\ / от 2

3 П .1и=-а\у = ֊а1------а՜ (2.13)
V V VУравнение (2.12) с точное . ьк> до коэффициентов совпадает с уравнением (2.6). Поэтому решение уравнения можно найти аналогичным образом. Разделяя мнимые и действительные части, решение для Ь я <р можно искать в виде (2.7). где следует заменить Ло на Ьо, /1 на /2, г։ на гд, 01 на и /?։ на Й2- Уравнение для _/?, имеющий вид (2.8). следует решать со следующими граничными условиями:

Г3ач(1 + 8юр) | В1 |г В^՜2” 8и։[3и>а + 1ил + 61па5«՜*] (2.12)

Я։(0) = -Я|(0), /։(0) = Л(0), /з(0) = -ЛзЯ,1 —-|х։»оа-1(3« + 1). А'з = 2<?„и։(^а)-'(1 + 3()՜* (2.14)1огда функцию /ч можно представить в следующем виде:
/э(г) — + !с|/1(0)-М]1/213 мО) + М / ^(О) + Л/ (2.15)
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В решении (2.15) неопределенной остается амплитуда Ьд. Так как задан­ной считается амплитуда сц>, то необходимо найти связь .между амплиту­дами «о и Ьд. Эту связь можно найти из граничного условия: напряжения на поверхности- нули. Для решения граничной задачи следует пользоваться метолом возмущений граничных условий Ограничиваясь в качестве первого приближения самыми большими членами, граничные условия примут следу­ющий вид: ^ + ^ = ° (' = 1։2) прв В * * * * 13 = 0
(А + 2р)^ + >(^ + ^)=0 (2.16)

охз \дт\ дх? ;Решения системы уравнений (2.16) следует искать в виде падающей и от­раженной волны для смещения и в виде только отраженной волны для попе­речных смещений. Эти решения имеют вид квазимонохромат и ческой волны



типа первого слагаемого выражений (2.5; Подставляя эти решения в уравне­ния (2.16), получим новую систему уравнений относительно амплитуд. Если пренебрегать дифференцированными членами в этой системе уравнений, по­лучится Л1 = В\. Это соответствует известному результату, который по­лучается если распространяется монохроматическая волна [10]. Для учета вклада медленно меняющихся амплитуд, следует подставить В\ А| 4- £, где £ некоторая неизвестная функция. Тогда связь между амплитудами пацан- щей и отраженной волн примет следующий вид:2« дАх 2А= —Гл— + > о ик дхз (Л4-2/<)«1Кгде к и к\—волновые числа. Из последнего выражения, после разделения мни­мых и действительных частей, легко найти связь между ао и &о-3. "Замороженные” волны. Исходные уравнения (1.1) и (1.2) допу­скают также динамические процессы, где изменения быстры, поэтому осно­вными членами уравнения (1.2) следует считать и £.д.. Тогда, следуя статье [6], принимаются следующие порядки:<-2 д я՜1/2 $ $ г-1 » > <-2 л3

3 Известия АН Республики Армения, Механика, № 1

из~6 'дГ2'дГ6 ,<^-6 ,П1,п2~б.Вышепринятые порядки для коэффициентов означают, что вязкость, диспер­сия и диссипация считаются малыми.Уравнения (1.1) записиватся в перемещениях и упрощаются, используя вышеуказанные порядки. В уравнениях для щ и и2 сохраняются члены, име­ющие порядок до б1^2, а в уравнении для из до 6°, тогда получатся следующиеуравнения:
++а2р^=°’(<=1>2)

С* 2» । С* х з Г/ «Г С /1
(3.1)

д2из 
Р

д3из+а2р ЭР
А3 из .. д2 (ди\_ 

дх^сН дхзд1\дх1

о+ г—△±и34- (7/-(А + а^՜ ‘ + “2)д^дР ~(П1 + П2)^рр+,, V (^2цз д2цз , #цз а3 из \ _ 0
2 \ дх1 дхзд{ дхз дх1д1/ (3.2)где (7 = «1(2/х 4- ЗА) 4- из(А 4- /2) — 61 — 62 4- ЗВ(2а\ 4՜ иг) 4՜ Д(2«1 4- |аз)4-4-2С(Зв1 4- 0-2) Т = 2й2р, — 62, = а2(А 4* 2/^) 4- 01(2/* 4- ЗА) 4-2о1 ^Л4-4-5# 4՜ 3(7^ 4- 24-3# 4- — 61 — 26з, У = аг(А 4-^)4- 4-в1(2д 4- ЗА)4-4-2д1(2# 4՜ 3(7) 4՜ а2 ( тА 4- В 4- 2(7^ $-4 — 61 — 62, р = аз/г 4- аз (В 4-1 А՝') д-4՜ — 62,= 2а1(А 4- 5В 4- 3(7) 4- 2а2(Л 4- С 4- 2В) - 6։ - 262В линейном однородном случае ио уравнений (3.1) и (3.2) следует, что в среде распространяется продольная волна со скоростью и2 = Г(а2р)-1.
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Аналогично равновесному случаю, уравнения (3.1)-(3.2) расщепляются на уравнения для падающих и отраженных волн. Для падающей и отраженной волн эти уравнения имеют соответственно следующий вид:
֊ |ЫЫ = -«г1֊֊ [нф, + <1֊^- + п~^- + (3.3)

(ц(/Т\ 2 С7Т| 1 1 I С7Т1

=-«*+4?++™9£] (з-4>
и1ит՝£ 2 итъ о7$ и 12где Ьз = 1 Дл.V» (։ = 1,2), Н = —</ = |(<$1 + с/з)«!?' ՜1.

п - “!(”։ +Решение уравнения (3.3) ищется в виде (2.5). Выполняя аналогичные вы­числения, как при выводе уравнения (2.6), получатся следующие уравнения для линейной дисперсии, затухания и амплитуды первой гармоники:
п 3 гг -1 I -1 2о>1 =-------од, г/| = /IV] — (IV} <>1

VI^1О։ - щ + 31и>1 - <֊- - =
= $Га4(1+8‘О1^Х~12’а1/1 ~ 12а,1Л1 ~։6</°1Г1՜1) в’2и։Т1Л112л (З-5)

Поступая аналогичным образом, как в пункте 2 в случае "равновесной" волны, можно получить уравнение типа (2.8), где коэффициенты Х1 и Х2 будут иметь следующий вид:XI - 1641 о2 - 8а2щ(щ 4- 34а3«Г1) , 6 = —
оХ2 ֊ 6 48а3<1 4- (и 4- *)а

6
р2= Р֊ 36£? + (р1а-։ + Зйа^Г1)2 -1

Это уравнение следуе решать с учетом граничных условий (2.9), тогда оно примет вид (2.10).Решение уравнения (3.4) следует искать в виде (2.11) и аналогичным об­разом получим уравнение типа (2.12) и (2.13). В данном случае они будут иметь следующий вид:4-1а-и 3^| - 2</о‘г։ <֊- ^Ьз(Вз) = 4֊ 8ю х (3.6)
. } ОТ £ 16 \ /X (бона---- 31014 -З\(1а3ь\ 1 ) 14՜;е ' | В\ |2 В[. = —-о3, 1/1 = — — 4.

\ / VI VI VIАналогично можно получить решение типа (2.15) с учетом граничных условий (2.14), где однако величины у։ и *з имеют следующий вид:
Х1 = 6 ֊56 /1/1 Ла\ — 24аг/1 — 4- —

\ о VI /
Хз = 6 -40ае/164-
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Связь между амплитудами падающей и отраженной волны такал же, как в ’’равновесном” случае.Таким образом, в двух возможных вариантах ’’равновесном” и ’’замо­роженном", удалось найти аналитические решения в рамках теории узких пучков для системы нелинейных уравнений с линейными граничными услови­ями.
QUASIMONOCnROMATIC NON-LINEAR WAVE REFLECTION 

FROM FREE SURFACE OF MEDIUM

BAGDOEV A.G, SHEKOYAN A.V.

ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ ՔՎԱԶԻՄՈՆՈՔՐՈՄԱՏԻԿ ԱԼԻՔԻ ԱՆԴՐԱԴԱՐՁՈՒՄԸ 
ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ԱԶԱՏ ՀԱՐԹՈՒԹՅՈՒՆԻՑ

Ա.Գ. ԲԱԳԳՈԵՎ, Ա.Վ ՇԵԿՈՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ու մ
Դիտարկված է նախապես դեֆորմացված, համասեռ,իզռարոպ, մածուցիկ 

միջավայրում ազատ հարթությունից ոչ գծային աոաձգական ալիքի գաուսյան 
փնջի անդրադարձման խնդիրը եւ գտնված են նրա ասիմպտոտիկական 
[ածումները' գծային եզրային պայմանի դեպքում:
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