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В настоящей работе рассматриваются нелинейные радиальные ко­
лебания кругового кольца под действием внешней периодической ра­
диальной нагрузки. Рассмотрение ведется в рамках модели плоских 
деформаций кольца [1, 2]. При этом колебания, возбуждаемые внеш­
ней нагрузкой в разных областях пространства параметров, имеют раз­
личный характер. Основная цель данной работы- указать те области 
изменения параметров синтемы, где возможны хаотпческе нелинейные 
колебания.

$ /. Колебания круео&рго кольца п/ш неравномерной насрузш

Динамические уравнения и граничные условия нелинейной теории 
стержневых систем выряжаются или з компонентах вектора переме­
щений. или же в компонентах тензорол усилий и изгибных деформа­
ций [3]. Уравнения и перемещениях обычно являются более сложиы- 
мн—они более высокого порядка—но очи очень удобны в задачах о 
колебаниях систем. В дальнейшем мы используем именно этот .под­
ход, при этом, не будем учитывать деформации сдвига, силы и мо­
менты инерции вращения п растяжение срединной поверхности кольца. 
Как показано в работе [14], эти факторы играют сравнительно несу­
щественную роль, если длина волны рассматриваемой моды велика ко 
сравнению с толшииой кольца.

Уравнения динамики плоских деформаций гибкого кругового коль­
ца, находящегося пол действием неравномерной внешней нагрузки, 
имеют вид [ 1. 2]
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где М, №. р изгибающий момент, тангенциальное и радиальное 
усилия и сечении кольца, о—радиус кривизны. R радиус недефор- 
мированного кольца. £—модуль упругости, I—момент инерции попе­
речного сечения кольца В уравнениях (1.1) и у —суммы сил инер­
ции н трепня к радиальном и тангенциальном направлениях
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и՛. V— прогибы в радиальном направлении и вдоль дуги кольца, ֊ 
коэффициент демпфирования вязкого трения, т масса единичной 
длины кольца; прогибы то и г> связаны между собой соотношением 

ду__ то
о

В дальнейшем используется полярная система координат ( г, ф) с 
началом в центре кольца. Для кривизны используем следующее, линей­
ное относительно -то, приближение

1 I
Р ” /?

— (то f то") (1.2)

։,;е ш рих означает дифференцирование по д( $ = /??). Таким образом, 
мы ограничимся нелинейными членами, обусловленными геометрией 
стержня.

Для внешнего периодического давления примем следующее вы­
ражение:

<7(.s\ 0=7iSln(nü)cus(TO/)

Из уравнении (1.1) после некоторых преобразований получаем сле­
дующее уравнение:

ато,о^|/ I d(iT,iài:ДО-----7-----------L /.> ---  р ---------} —------------------------------ ----< ) (1.3)
«Л-3 oi ds: Г ՝ ds* /I p ds՞ ds ds

Уравнение (1.3)—это неоднородное уравнение в частых производ­
ных относительно то($, / ). Для перехода к конечномерной системе при­
меним процедуру Бубнова-Галсркипа. Как показано в работе [3], ко­
лебания кольца лсд воздействием внешней периодической нагрузки 
мог\ г совершаться либо по одной, либо по двум связанным изгибным 
модам. При некоторых условиях нелинейное взаимодействие приводит 
к возбуждению второй моды, которая также принимает участие в 
движении По. в основном, подход, основанный на рассмотрении одной 
пространственной моды колебаний, оказывается достаточным и можно 
принять следующее приближение для прогиба:

то(?, гН/(/Ыг.(я?) 
где д՛—целое число

Тогда в кубическом приближении относительно f получим сле­
дующее обыкновенное неоднородное дифференциальное уравнение с 
безразмерными коэффициентами

.44֊ *4 Я -ЛЭ='Х1 T>4»)cos('J-) (1.4)

где точка обозначает дифференцирование пб безразмерному времени.

.4- ///?. 7.=т, (тЛ1՛-). ^=g(<.7^’)’rt, у btlic, П=то.Ь'՛'2

1 №(л։ — 1) /<;„ Е1(п*—1) \О ֊------------------- [ - --------------------- )
т п* -|- I \ /?* /
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_ 1 //*(Да-1) 
~т 4(л«֊Н)։

Зл'-2«Ч-ЗЬ —/л’(ла-1)(3?/*+ I) (1.5)

а— 1 1)(л°—я1—л1—!) п2 дй
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Как показано в |4| при малых л учет кубической нелинейности явля­
ется существенным.

В настоящей работе рассматривается случай, когда коэффициенты 
уравнения (1.4) являются положительными, что накладывает следую­
щее ограничение на внешнюю нагрузку:

3,г> -2,/*֊3

Иными слонами, нами ставится задача возможности существования 
хаотического режима в >акритической области неустойчивости, когда 
величина внешней нагрузки превышает статическое критическое значе­
ние нелинейной задачи

2. Качественное иалеооОание основного уравнения

Основное уравнение (1.4), описывающее динамик)՜ системы, явля­
ется нелинейным уравнением типа Дуффинга. Для качественного ис­
следования этого уравнения применим метод, основанный в работе 
[5] и подробно разработанный для классического уравнения Дуффин- 
га в работе [6]. С его помощью можно указать границы области из­
менения параметрон, где возможно хиотн юское движение н качестве 
решения уравнения. При этом уравнении (1.4) мы будем рассматривать 
как неавтономное возмущение гамильтоновой системы, которое сохра­
няет некоторые черты исвозмущеннон системы.

При малых возмущениях (при малых <։ и 6) уравнение (1.4) до­
пускает периодическое решение, которое можно найти, используя ме­
тод усреднения [6).

Невозмущенная автономная система, соответствующая уравнению 
(1.4). имеет вил

Лл—Х^ —Л'| (2-1)

с гамильтонианом

Эта система на фазовой плоскости (х. л'Д имеет неподвижные точ­
ки. (0,0). (1.0). ( — 1,0) первая из которых является неподвижной 
точкой типа седла, а дне другие—центр..ми. При этом возмущенная 
система (1.4) имеет периодическое решение 1 [5] которое притягива­
ется при 6 — 0 к седловой точке

Определим х.чрактеристики этого периодического движения Пе­
репишем (11) в виде системы уравнений
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Л-J —л2. Л',= — ЯЛ-,-1 Л-։— A’j I б(1 4֊ ;Л-;)С08(^-) (2.2)

Произведя замену переменных

г1 = -VjCOsHJA,sin(O՜). za=-՝XjSJn(Q-)— л։։со5(Й:) 

получим уравнения относительно ՝։ и Согласии теореме о сред­
нем. заменим правые части полученных уравнений на их усреднен­
ные по периоду выражения. Тогда полу1 им новую, автономную сис- 
ii՛" уравнений которая и йляриоЙ системе координат имеет гфос 
той вид

2 i
= - 

- - W
9 = ֊ (— ‘2’ - — г3 со$0

2 \ 4
(2.3)

Неподвижная точка (г*. 6* этой системы определяется выражениями

— arcsin(2a2), z’ = ' £2г ֊ 3- (1 ct’Q3)*/2 (2.4)

Следовательно, при выполнении порогового условия а2<>2< I в 
системе установятся колебания с законом движения (2.3)

При увеличении возмущения (б и а), входящие и выходящие се­
паратрисы седловой точки не совпадают--периодическое решение раз­
рушается. При выполнении некоторых условий эти кривые пересе­
каются. Как показано н работе [5], расстояние между устойчивыми и 
неустойчивыми ветвями сепаратрисы определяется некоторой функци­
ей (функцией Мельникова), которая в Нашем случае имеет вид

ММ= - -ЧЧ 1 +-;лл)со5(։.2-)- /-ф: 
— а

где а(-—■:„)=/25есй(-:—-0)—гомоклиническая орбита точки (0. 0) не­
возмущенной системы (1.5).

Вычисляя соответствующие ивтегртлы. получим следующее вы 
ражение для Д.(т0)

~гл9 / “ \ 4
дл(^0) = - —Ш|3 ) 7(П2 4֊ 1) |зесЬ□ /)з1п(|-!-0)+ у * (2-5)

Полученная функция является периодической по -0. Согласно [5], 
если функция А.(-,) имеет пули, то устойчивое и неустойчивое мно­
гообразия периодической траектории 1՜ пересекаются в бесконечном 
числе точек. В л >.м случае имеем гомоклиническую структуру в ус­
тойчивом множестве и. следовательно, странный аттрактор. Исходя из 
(2,5). можно получить связь между критическими значениями пара­
метров системы, которые определяют границу появления хаотическою 
движения

Й*^ = 1 (2-6)
2/2 з* \2 /
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ГДс звездочкой обозначены соответствующие критические значения.
Для медного кольца кругового сечения (£=։1,'23 • 10пН) с ра­

диусом 10 3 м, /?=10 : м, у—10 5 сек՜1, л-2 имеем следующее по­
роговое 'Качение: //х֊-24,84 Н.м'-. Для такого кольца в табл. I при 
ведены значения параметров системы. а также критические значения 
о*, в зависимости от Л. где Л=/70 </*. для которых воз­
можно хаотическое движение.

Таблица I
Значении параметров системы и з;.н։;симости от !՝'

г "‘о ‘7։ 7о

1.01 1,3008 0.8139 - 10» 27.5496 1,060 1-288
ы 2.0575 2.5737 . 10* 1.1706 14.682 1.871
Ь2 1.2591 3.6398 • 10’ 0,1914 51.388 1.019
1.3 0.3224 4-4578 • 105 о.о:зз 308.331 0.248

Как видно из табл. 1, эксигрпментально реализуемые условия 
возможного возникновения хаотического движения, при которых 

и г>* имеет не очень большое значение, достигаются в узком 
интервале значений параметров; 1,1 <г< 1-3 и 2.06 > ?’։> 0,32. что 
может накладывать определенные трудности при их реализации. При 
этом граница области хаотического движения нс обязательно долж­
на точно определяться условием (2.6). Возможно существ ;ванис об­
ласти параметров (3, £2), где имеется гомоклиническая структура, ко­
торая нс является притягивающей. С другой стороны наличие гомо­
клинической структуры не является необходимым условием возник­
новения хаотического движения |7|. Окончательные ответы на эти 
вопросы можно получить с помощью численного моделирования 
уравнения (1.4).

§•1. Колебания кольца кри ранном I. ной нисруПке

Уравнения динамики плоский гефс>|. мании гибкого кругового коль­
ца, находящегося под действием равномерно распределенной ннеш-
нем нагрузки, примем в 

д\! 0»
֊ — 4-֊=9՛ •

виде [2.8]

«'ИтДИ-՛ <’■՛>

оЛ1_ = 
д$ ՛«■

Уравнения (31) можно получить нз более общих уравнений (1.1). 
принимая, что движение кольца начинается с момента приложения 
внешней нагрузки р0.

Для периодического по времени внешнего давления поймем сле­
дующее выражение: />л=70֊|-<Лсо$(11>')• Используя приближение (1.2) 
вместо уравнений (3.1). получим одно уравнение

3 Извести։! ?\Н Армении, Мсхлплкп, №б
3.3



дк д2М\ /\ 1 \'| д|1д/И]
т 4 V+лй#֊֊ (л -т<) г *1 г тг г°(з.2)

Применяя метод Бубнова Галеркина г одномодовом приближении 
п ограничиваясь кубическим относительно Л приближением, получим 
следующее уравнение с безразмерными коэффициентами:

АЧ-яА— Л - Д։=оЛ(1+ 5А*)со5(2т) (3.3).
где коэффициенты я. < □, П определяются уравнением (1.5). '|

Уравнение (3.3) в отличие от (14)—однородное уравне­
ние. Но его качественное исследование можно провести ю ехе^ 
ме, изложенной в § I. В частности, певозмущевиая система (случай 
6 = 0) уравнения (3.3) идентична иевозмущепной системе (2.1). При 
ненулевой, но малой 6 система (3.3) совершает периодическое движе­
ние с характеристиками, определяемыми (2.3) и (2.4). При увеличе­
нии внешней нагрузки периодическое решение разрушается и на фа­
зовой плоскости появляется множество со сложной структурой. Для 
его характеристики снова введем в рассмотрение функцию Мельни- 
кона, которая в данном случае имеет вид 

<ж*
М/о) = - | .^Х(1-7Х’)СО5(2Т)-ХГ1£ГТ (3.4)1

— ОО 
где .г(/—/0) гомоклиническая орбита неподвижной точки (0,0) тн-1

ла седла, определяемая уравнением х(/- ^,)=/2$есЬ(/—/0).
Произведя соотвотствущие вычисления, получим следующее ны-1 

оажеиие для Д%(/0):

созесЬ 4- ֊4 7
\ -6 / к 7

(3.5

Отсюда можно получить критическое для * значение

±_ яЬ(-а/2)_____
(3.6

При выполнении условия 6>6 Функция (3.5) имеет пули и( 
согласна критерию Мельникова, на фазовой плоскости появляется 
множество типа странного аттрактора.

Для сравнения рассмо։рнм модельную систему, описанную :: $ I 
Для нее в табл 2 приведены значения основных параметров и крити 
ческих значений.

Таблица ;
Значения параметров системы (3.3) в зависимости от Л՜

Г а, ։*'«, 4։

1.01 1.60 22,82 14.31 0-63
1.1 1.55 2.23 1 .43 0.71
1.2 0.19 0.35 0,72 2.46
1.3 0.09 0.04 ОН 5 14.05
Ь32 0.04 0.02 0,45 37.18
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Приведенные численные результаты покашнлют, что. как и в слу­
чае системы (1.-1). экспериментально реализуемые условия возникно­
вения хаотического движения возможны в улкам интервале значений 
параметров. Для системы (3.3) грзпнпы этих интервалов отличаются 
от .ньтченпй, полученных для (’.)) и криичсскпс условия имеют вид:
11.32; 0.04< Г, <0.10.

Как и для уравнения (I I), окончи’.е.’.ьный отвс1 на вопрос <՛ гра­
ницах Хаотического движения можно получи п» С НОМОПИ.Ю ЧИСЛСНКОГО 
моделирования уравнения (3.3).

.Полученные рез\.1ы.1 ;ы шкиюляют утверждай,, что описанные 
молельные механические системы, движения которых вилчнияются 
ДОтермнннстнчс.ским дифференциальным уравнениям, допускаю: как 
периодическое, так и апериодическое, х.нпнческое движение.

ABOUT ONE NONLINEAR PROBLEM OF CHAOTIC VIBRATION 
OF A CIRCULAR RING

V. TS. GALOVAN. K. B. KAZARIAN
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անրոււք Լ կաաարվա it ttju րրերական > արմ trt.it ր էյ /յեսյի րաէէսայքէնւ
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