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Рассматривается задача проектирования однослойной прямоуголь
ной пластинки минимального объема, изкиовленной из упругого орто
тропного .материала.

Следуя [I], показывается, что если на поверхностях пластинки уп
ругий потенциал принимает постоянное значение, то объем такой плас 
тинкн является минимальны • к классе пластинок близкой конфигура
ции при соответствующем ограничении на прочность. Получена разре
шавшая систем.։ уравнений ..здачи. Разработан алгоритм и составлена 
программа численной реализации решения па ЭВМ. Проведено срав
нение минимального объема с объемом соответствующей пластинки по
стоянной толщины при различных отношениях сторон.

/. Прямоугольная однослойная пластинка, размерами 2а и 2Ь в 
плане, несет распределенную поперечную нагрузку интенсивности 

<{(х, у). Координатная плоское։ь х:/ совмещена со срединной плоскос
тью иедеформнрованной пластинки. Предполагается, что имею։ место 
основные допущения классической теории изгиба тонких пластинок. 
Считается, что материал пластинки является ортотропным и подчиня
ется обобщенному закону Гука [2].

Напряженное состояние пластинки можно представить моментами 
Л1х, ЛТу, Л'1ду, которые удовлетворяют уравнению равновесия

д'Мх 2д9М^ 
дх* дхду

п связаны с кривизнами срединной

д'и> (Р&— —— 
дх' д/

следующими соотношениями:
л» Л3

й։։ху). Л/у= ֊ (Д։,хд4֊В„ху) (1.3)

МХу-- ^/-67ХУ

поверхности

Хл։=_2^ (1.2)

Здесь w —прогиб. Л—толщина,
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в։1=иг։
ЙЛ ■“ 20 “ Й։1

Вп = — о |/п'‘Л.:2

мате риал а.а,г упругие постоянные
Компоненты деформации определяются формулами

о21г< дъи>
ел — — г----, Еу— -г-----

дх2 ()у~
= -2г-д^- 

дхду
(1.5)

где ՝ поперечная координата.
С учетом (1.2) и (1.5) выражения моментов (1-3) можно пред

ставить в виде
Л’ Л։

'Игт+ 0-6]о Ь

о
Здесь через 4, 4' обозначены значения компонент деформацш
на поверхности пластинки г- ///2.

Разрешая систему (1.6) относительно 10. = н имея в вид) 
соотношения (1.4), получим

+ >’ £>ТГ <а»М՝■ + а։^у) (1.71

1л я упругого потенциала, отнесенного к единице объема пла
стинки, имеем |2[

1(в։|5» 4- 2а։։оЛзч р ам^у) (1.81

(. учетом (1.4) и закона Гука, выражение (1.8) можно прсдста 
вить в виде

{/-1(^.4-^^+ й„։,еу | В„։»у) (1.5

.՝■ словие постоянства упругого потенциала (1.9) на поверхности: 
пластинки г— И՝2 имеет вид

и

и

- I (1.1։
2 4 О

Подставляя (1.7) в (1.10), получаем

•1- * = («пЛ1; 4 </„Л^+2<7։։ЛМ1 У1 ~ == соп51 (Е11
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Покажем, что это условие обеспечивает минимальный объем в 
классе пластинок близкой конфигурации.

Для пластических пластинок известно [!], что если в предельном 
состоянии сушестнуч-э поле кинематически возможных деформации, 
совместимое с этим состоянием, то условие

— = — (М ,-Хд-4֊ И 4-М»vz,ry)=const (1.12)
dh dh

обеспечивает минимальность объема в классе однослойных безребер- 
вых пластинок близкой конфигурации Здесь D диссипация энергии 
деформирования, приходящейся на единицу площади срединной плос
кости пластинки. Как обычно, ноле деформацией называется совмест
ным с предельным состоянием, если вектор обобщенных деформаций 
лг, ху, хс.- в каждой точке направлен но нормали к поверхности пре
дельного состояния.

Этот результат можно распространить и вл случай упругих анизо
тропных пластинок путем введения формальных аналогов предельной 
поверхности и ассоциированного закона деформирования. При »том 
диссипацию энергии D следует заменить соответствующей работой 
внутренних моментов па изменения кривизн пластинки. Следуя [I, 3], 
предельным будем называть состояние пластинки, когда упругий по
тенциал (1.8) принимает за ганиое постоянное значение на поверхностях 
пластинки.

Имея в виду (1.11), уравнение предельной поверхности пластики 
представим в виде:

СЛ’
2И/И0)=а1։ЛРж4 «« <^М'Г֊ -֊“О <113)

Используя выражения (1.3), с учетом (113) получим

z —■— = — ав./И
ЗМХу А’

12
А5

дМу
I?= 7֊(«։1-Их4«,։.Иу) 
А’

(1.14)

Таким образом, вектор с компонентами, пропорциональными
*1/, направлен ю внешней нормали к предельной поверхности И’М.՛/) 
н. следовательно, поле деформаций совместимо с предельным состоя
нием. В силу »того для минимальности объема остается выполнение 
лишь условия (1.12).

Покажем, что при (1.11) это условие всегда выполняется. С уче
том (1.11) и (1.1-1) условие (1 12) приводится к виду
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Таким образом, условие (I 12) 1Лн равнопрочной пластинки вы
полняется. Это ознлч.тег, гю равнопрочная пластика обладает мини
мальным объемом среди однослойных беЗрсберных пластинок близкой 
конфигурации

Подставляя выражения момешов (1.3) а условие равиолрочиости 
(1.13) и в уравнение равновесия (1.1). : учетом (1.2) и (1.4), получим 
следующую разрешающую систему уравнений относительно искомых 
Л и чи:

I В

+л„/^У+2в։։^
\<7у։ ./ дх3 ду3 

— адг-2Д.1—.я»—дх* “ дх'ду1 ։ «у» + 2- В 
ОХ

д3а> 
дх3

+(й1>4 2Ли)֊^-։ 
дхду'

агЕ
ах*

— В’Тх» "

/Гл Л /» \ г\(Лпт2«։.)-— + Л„֊- 
д.гду оу3

\ д1//о Рю п д’а՛ ՝
/ 0\»г\ дх3 ду3 >

+4Ви-^-^=12? 
охду дхду

где /=Л\

Таким образом, решение за гачи проектирования однослойной орто
тропной упругом прямоугольной пластинки Минимального объема сво
дится к решению системы (1.16) при со<ивстстующих граничных ус
ловиях.

2. Пользуясь безразмерными обозначениями 
х
<!

у
ап

8 и՛ /Еа' ’О)— — —{—

р.,=^ 
а Е

. п я//Е 
24/З«1 \ < (2.1)

систему (1.16) можно в ре дета ин п» в виде

Р V /<?«., ? 2Р։г д’. . д’е. \« 16
\д;2 ) п* \д^ ) п3 д5‘ дг’ п3 \д:д/. / 9

Г
р . 2(^-4 2Рйе) Д. 5^. 1
пд=։ //’ д'։д/(’ л‘ д/< ]

и 2 /р 4- \ 2
д£ \ ‘ д? п3 д1дг* / \ пг д-’дт;
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п* ) а? \ ։։ &* ’ л։ д-р / 1 д/.Л п* д? /г» д? )

г 4Р<* 2?Г_ = ± /2.2)
п1 дгдг, дгду, 3

Здесь /:’ постоянная, имеющая размерность напряжения.
Систему 1'2.2) можно решить ко тон же схеме, что и систему за

дачи ирпекнгровання однослойной при .кг-1 ольппй идеал։.но-плэс:пчес- 
кой пластинки минимального объема [4], поскольку /гп системы от
личаются друг от друга лишь значениями постоянных коэффициентов. 
В случае изотропного упругого несжимаемо։о материал;։ система (2.2) 
полностью совпадает с соответствующей системой задачи нроектиро- 
нация однослойной изотропной г ич։л жо-пластической плаеннки ми
нимального объёма.

Численное решение основывается па конечно-разностном представ
лении системы уравнений (2 1) и соответствующих граничных условий. 
Оно выполняется путем тискретого представления приближений иско
мых функции и> и ч на прямоугольной сетке со сторонами, параллель
ными координатным осям. Полу՛ е։п։аи система конечно-разностных 
уравнении решается метолом итераций.

В качестве примера рассмотрим задачу проектирования 
шарнирно опертой по всему контуру прямоугольной плас
тинки при действии равномерно распределенной поперечной нагрузки 
кнтенсипиости /?0. Срединная плоскость пластинки разбита па 196 ран
ных прямоугольных частей, Для постоянных материала приняты сле
дующие значения

— = 1,5; 0.6: ^-0.75; ^’«=0.2 (2.3)
Е Е Е Е '

В случае бесконечно длинной полосы, когда имеет место цилиндри
ческий изгиб, решение задачи получается в виде

(2.4)
Г УЕпС

С учетом (2.4) для объема единичной длины полосы имеем

К <2։|
Для безразмерного значения объем-։ единичной длины полосы, с 

учетом (2.3) и (2.5), получается

Т/ _  Упоа- / ЕС \1__  Я УоТ О 177Спо.՛ — ( —5— 1------ 1 24 '^<3,477
а’ \ 7о / 2

(2.6)

С целью сравнения результатов рассмотрена также пластинка по
стоянной толщины при тех же граничных условиях.
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Имея в виду известное решение задачи поперечного изгиба [5]. 
при одинаковом условии прочности, для пластинки постоянной толщи- 
ны получается

А, к пост.

а

т
1X

, тот: , гк-г, 
8)И-------$|Г1 —

2 2
. л-1.з... Ри(тп)г-г 2(Р„ф 2Рм)(т>л )։Р.,п*

-Л,
пот: г.к-г.

§1П------51П--------
О О

Р, ։ (т п )2 + 2( Рг. Н- 2Рп„ )(т Ьп )։ + Рпп*

X т

У 2

т- 1,3.... Л-1.3,...

+ 2^.«

к

у
Гл.З .

~т
51 Г: -----т <)

к Р}1(тпУ \ 2(Р։2֊!

-к^ --- -о
2Рлл)(ткп}г^Р,.,п^

-///; ։ зтЛл
8|п---------- Б|п----------

Ри(тпу--2(РК ^Рпи)(ткпУ-гР^ .'
коте г.кт\

СО$------  СО5------
2 2

•ь

ЛЛ"'")’ Ь2(Р„ 2Р^(!Пкп)ЧРпГГ
(2.7)

А 
т

2 2

\ 5

X

I

Безразмерное значение объема единичной длины пластинки пост
явной толщины ои редел ястся ио формуле

V ПОС».------ 1Ликт.
2//’А

2Ащ>С7, (2.8)

Аналогичным образом для полосы постоянной толщины имеем

к
пол.

пост.

Л лол. 
пост
а

2/16
т -1,3.

I , -ГП— $1п---
от 2 (2.9)

Безразмерное значение объема единичной 
ной толщины на основе (2.9) имеет вид

ДЛИНЫ ПОЛОСЫ ПОСТОЯН

1/..М
Ц'1С

Ипп.,.

пост. 2 Аппл 
пост.

ЕН))

В табл. I представлены безразмерные значения объема единичной 
длины пластинки постоянной голщнпы (2 9) при различных отношениях 
сторон пластинки и чисел удержанны . слагаемых н двойных рядах 
(2.7).

Как видно из табл. 1, сходимость безразмерных значений объема 
можно считать практически достигнутой при числе слагаемых 961.
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В табл. 2 представлены безразмерные значения объема единичной 
длины равнопрочной пластинки (2.8) при различных о ношениях сто
рон. Там же приведены соответствующие значения для пластинки 
и полосы постоянной толщины. В последней строке

Таблица 1

и а
5&ло 

слагаемых

1 2 5 10 50 100

900 3,568 4,331 4.450 4.434 4,435 4.448
961 3.568 4.331 4.150 4.434 4.437 4.455

1024 3-568 4-331 4.450 4.434 4.437 4 >455

Таблица 2
_6 

и ֊ 2 5 10 50 100 ОС?

Г 2.510 3.008 3.274 3.346 3.386 3.388 3.477

Еяосг. 3-568 4.331 4.451 4-434 4-437 4.455 4.428
Тпосг.֊ г

42-֊ . 44 Л. 35.9% 32.5% 31% 31-5% 27.4%

Таблица >3

0 1 7 2/7 3 7 47 5 7 67 1

0 2.038 2.020 1.964 1-865 1.71-1 1.484 1,117 0
1/7 2.010 1.993 1.936 1 л 1.689 1.463 1,102 0
2'7 1.935 1.917 1.862 1.765 1.620 1.403 1.059 0
3-7 1.826 1-809 1.753 1.658 1.517 1.311 0,991 0
4 7 1.681 1,664 1.608 1.514 1.376 1.181 0.891 0
5/7 1.474 1,457 1.404 1.314 1.179 0.995 0.746 0
67 1.127 1.111 1.072 1 -ооо 0-892 0,744 0,556 0
1 О О 0 0 О О 0

табл. 2 представлен размер выигрыша в объеме оптимальной плас
тинки по сравнению с пластинкой постоянной толщины

В табл. 3 приведены безразмерные значения толщины 
т А / ЕС \1
л = •.V/'' В узлах ОЛНОЙ четверти разностной сетки квадратной

пластинки.

DESIGN OF ANISOTROPIC ELASTIC PLATES OF
MINIMUM VOLUME

G N. BARSEG1AN, R. M. K1RAK0SIAN
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II. ф п ф II I if

9 Ituiiiipl/t^iiii f. iititiuiqtul/iii'b uppnuipttn/ bfni^jip и/шu>/imn tnt(<utf iffiblt- 

Jtl// dtUl[t:>f[l J {tnif/ipm 4It/t/ Ill'll I)jn ib tnill[t bin(ii4tift>ii tub lllbljlljlpt /. ‘»pp-

t[uid, tip Lf//> uiu/l> it int/bp/ini ///l/Л/ф t/jUJJ Ui it hi i if tn//tub u/iimLbpliiu/p и tn nib n i.J 

/, UI ШИШ Um lb U.'/ttiLp, tllll/UI Ш jt/U/ft llfl Ulll/il Ьии[ш/р ^l։ibtf[lUUlblltll / liflbjl

liin/՝ ltpuift[t!) /-'/'i "'4ipf'/ipi/"t[ ui‘i{l>[il> Iftutinul 7lttt։tu/t//f/uii lt l/nbl/pbut f/p 

l/uijflb t> ft fllf LU If 1
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