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О НЕТРИВИАЛЬНЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ ПОЛОГИХ 
ГИБКИХ ОБОЛОЧЕК

ГНУНИ в. ц.

Известно [I], что нелинейная система разрешающих уравнений 
гибких оболочек (панелей двоякой кривизны kv, Лу) в определенном 
диапазоне нагрузок q^q^q\ начиная с некоторого значения пара
метра кривизны k, допускает три решения fi~Ji(q) (/=1,2,3). где/ 
и q —параметры прогиба и нагрузки, действующей со стороны 
выпуклости оболочки. Однако, нелинейная система разрешающих 
уравнений гибких панелей двоякой кривизны допускает нетривиаль
ное (Л/-0) решение и в случае незагруженной (q (>) оболочки.

Целью настоящей работы является исследование этих решений 
/. В первом приближения для по.'цной гибкой оболочки двоякой 

кривизны можно получить соотношение [I]

К/-^+Ыа=0 (1.1)
где введены обозначения

я=16*л, 3=5-Их<
12(1—Л) 9

k=։(kv+'?kr) — , >.= — 
h ь

а. b —размеры оболочки в плане, / —безразмерный (деленный 
на толщину /г) прогиб в центре оболочки, v —коэффициент Пуассона 
материала.

Необходимо отметить, что соотношение (1.1) получено для панели 
с граничными условиями

ъ=ы— 0. Ти=0. Л4п = 0 при х=0, х=а

u=sw=Q, Ти=0. М„ = 0 при у«=0, у = Ь (1.2)

которым тождественно удовлетворяет представление (первое приближе
ние по методу Бубнова-Галеркина)

~А* ~ V ИХ ~ V
w-WjjSin — sin ~ , Ф = <J>։։sln — 51п — (1.3)

a b а b

где //, v, w —перемещения точек срединной поверхности оболочки 
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Соответственно по направлениям координатных осей Ох, Оу, О?; Т(к 
—усилия, Л!,моменты, Ф—функция усилий.

Уравнение (1.1) при

згЬ(1+'։)’ <1Л)
допускает три решения

Л=о- <՛-5’
В частном случае квадратной в плане оболочки (л=1) при V — 0,3 

из (1.5) получается

Из соотношении (1.5), (1.6) получаются условия существования 
ненулевых решений для оболочек с произввльным отношением сторон 
и для оболочек квадратных в плане при V—0,3

*>֊’(!+М)։1/- 2
У 3(1-^) *>33,8 (1.7)

Из второго соотношения (1.71 для оценки радиуса цилиндричес 
кой и сферической оболочек квадратных в плане соответственно полу
чается

<2։ <22/?^0.0296— , /? <0.0592
* *

(1.8)

В табл. 1 для различных значений параметра кривизны * квад
ратной в плане оболочки приводятся шачсния безразмерных прогибов 
в центре оболочки.

Таблица I
X. *

34 36 38 40 42 44 46 4$ 50

А 4-6 4.5 4.5 4.6 4.7 4.9 5.0 5.2 5.3

% 5.0 5.6 6.2 6.6 7.1 7.5 7-9 8.4 8.8

Здесь может возникнуть правомерный вопрос, что полученные ре
шения являются результатом приближения. Однако, как показано в 
[1]. решение (1.3) для рассмотренного днапа она кривизны оболочки 
качественно правильно описывает деформированное состояние оболоч
ки. Кроме того, в [I] для длинных гибких цилиндрических панелей 
приведено точное решение нелинейной задачи выпучивания и при </=0 
получается, что
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1,7
3,5
4,2

при й=10 
при й=*20 
при й=3о

/։=
2,2
5,1
7.9

при й=10
при й=20
при я=30

В этом примере ненулевые решения получаются для меныпих 
кривизн панели, так как предполагается, что длинные кромки панели 
(х = 0, х=а) не смещаются.

Таким образом, су шествование нетривиальных решений очевидно.
Представляет интерес исследование этих решений на устойчивость 

и на прочность.
2. Как показано в работе (2]. частоты собственных колебаний око

ло изогнутых положений равновесия оболочки определяются форму
лой

где — частота собствен них

(2.1)

колебаний панели около

неизогнутого (/։«=/1 = 0) состояния оболочки,

(■V՛ -г йгц2)։= 0(4, + и’Н 4-£-Л ; А ■
՝ 'тп ’ » пг

ЕН 2(йум т-й^)
е""-т| (Ч +и?)’ *■ (Ч,нЧ)։

(2.2)
I Рл ?<ЯЛ

”_з՜
32 тп______
аЬ (4/пя—1)(4л’ —1)

2тп ( \-К^п
\ 14 4 /

/) = £7։3/12(1—>’)—жесткость на изгиб, Е— модуль Юнга, >—плотность 
материала оболочки; т, л—числа полуволн.

Следует отметить, что результаты работы [2], полученные для 
гибких цилиндрических оболочек, здесь обобщены на случай гибких 
оболочек двоякой кривизны-

Собственные значения (2.1 > соответствуют собственным функциям

Ф = ФЯЛ$1п/яЛ51пр.у, ■։с’=дая,л81пля,Х51п|1Яу (2-3)

где Х^^ттт/л, рп—пк/Ь

Как показывают вычисления, квадраты частот собственных коле
баний около второго (/,) положения равновесия незагруженной пане
ли отрицательные, а около третьего (/3)—положительные. Гак, напри
мер. для квадратной (а=Ь | в плане оболочки при \- = 0,3
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256£Л*
10* - — ■

11 *а*
(2.4)

и как видна и:» (16)

9Л , 9*
64 * о4 (2.5)

что показывает неустойчивость нетривиальных решений, определяемых 
через /։ и устойчивость решений, определяемых через /3. Получен
ный результат физически ясен. Очевидно, меж «у двумя устойчивыми 
решениями /, 0 и должно находиться неустойчивое решение

Таким образом, устойчивыми является не деформированное 
и деформированное

1 1140
А*

(2.6)

состоянии незагруженной оболочки.
3. В случае нетривиальных решений нелинейной системы разре

шающих уравнений гибких оболочек двоякой кривизны, обусловленных 
/4< в оболочке устанавливается некоторое напряженное состояние. В 
этой случае для функций прогиба ж и усилий Ф в первом приближе
нии по методу Бубнова-Галеркина получается [I]

. , -л -у 
и1 — /,Л$|П — 51П — 

а Ь (3.1)

, 16 .. \. . ~х , -ук------ /։Г3 М։ъ1п — 51П -֊
3 / а Ь

через которые определяются основные напряжения (:„, си. в 
произвольной точке обо о'-ки

Л дхду 1 4- у дхду

1 б^Ф Ег / о*» а1&
А <?уа 1--.’ \ дxi ду2

1 д*Ф Ег д2w
И дх2 1—.= \ ду* дх2 .

1 Ег дЧс

(3.2)

Напряжения (3.2) должны удовлетворять условию

31|4՜3] :и՝м (3.3)

для любого О^х«г, 0<у<А, —0.5Л<2<1),5Л.

Не нарушая общности рлссужлсннй. для простоты выкладок рас- 
смотрим случай квадратной (Л=1) в плане панели при \՝=0,3. В этом



случае из услгн-.; (3.3 ч в сил;. (Л.11 и (3.2) получается система нера
венств

(3.4)

Условия (3.4) получаются из (3.3) при х=а>2, у~щ2, г- ֊ ֊

или Л (I, у = 0. Л г= —
2

где лева- часть (3 3) принимает максималь

ные’значения (наиболее опасные точки).
В табл. 2 приводятся значения допускаемой относительной толщи

ны оболочки, до которой нетривиальное решение, определяемой /,. 
удовлетворяет условию (3.3) при з.,.,, £• 0.005 (I строка) и 9МП։/Е = 
=-0.0005 (II строка).

Таблица 2

1 1 г
34 36 38 40 42 44 4֊ 48 50

1 1.01 0.985 0.960 0.937 0.916 0.897 0 878 0.861 0.845

II 0.320 0.312 0.304 0-296 0.290 0.284 0.278 0.272 0,267

Как показывают результаты, приведенные в табл. 2. лишь весьма 
тонкие и пологие оболочки допускают прощелкнутое состояние рав
новесия незагруженной оболочки в пределах упругости.

ОК ХОХ'-ТРМАк 5ОШТ1ОИ5 ОР Р1ЕХ1ВЬЕ 8НЕИ.8 ЕОиАТЮЫБ 
V Т5. бКСЯУ 

лЧПЬЪ •М1/։.11ЛИ«*ЪЬГ1* лилиЖРПМГЪЬРЬ иъ«*»имиъ 
1,П1‘0ПМП.Ь1‘Ь ггииьъ

Ч- з. чъпмл՛

И Л |]| п ։|| п I ։1

и^/шиичиЪрП! ։/ ши пн!Ъ ш и Д р</ ч/Л 1>Ъ £1/шЪ [I Шци'Ъ рЪ/цф п • грУ«/уД)/ йи- 
/14 Ч 41 рП I 11}11<рпрп^1‘ ‘ ш2 Ш // И-р 4 Д 11' 1П1дпн!>1/>рр . Ьрр РшцтЪ-

рр шцшш I. шриниррь 4 п р <> лЪЬЛ р Д -"ч՛! .Чп,Р1,п ^'1'.'/' 1'1 '41'и /' 11пЛпч!ЪЬрр
иАн} >и\и[ ш Л !1Ъ иЬфш1!и։Ъ 1'>ч^Ич!Ъ!р Ь иичч ( •“/*/ 1'4 <> /Н<Л/А р/> Ч"~ 
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յության պայմանր, կ ախվ ւ<ր<) թաղանթի կ որ it ■./? յ ան րնւսթ ւոդրիչ մ հծ ու թ յո։ - 
նՒտ՛

// լա "էմն ա it ի րվ ա ծ / ս ձ փ ւոկ էսն / ո ւծ ու մն /։ ր ի կ ա յ ntitrn թ յո էն ր lc դույր Լ 
տրված, որ ոչ զրոյական երկու լուծ ո ւմն ե ր ի դ մհկր անկայուն Լ, իոկ <1]ուսր 
կայուն։ Գտնված է թաղանթի այն հարարերական ' աստոէթյունր' կւււի/il ած 
կորության րն ւււթադրիյ/ւյյ, մինչև որր թադանթւսմ ստեղծված յարվածային 
վիճակր բավարարում Լ ամրության սյայմ անին։
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