
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԽՍՀ ԴԻՏ11Ի1*ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

1Ռիւա»ի1|ա 43. № 5 1990 Мехавхк*

УДК 539.3.

ИЗГИБ И КОЛЕБАНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ СВЕРХПРОВОДЯЩИХ 
ПЛАСТИН В ПРОДОЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

БАГДАСАРЯН Г. Е„ ПИЛНПОСЯН Г. Т

Рассматриваются задачи изгиба и колебания двух параллельных 
сверхпроводящих пластин под действием продольного магнитного по 
ля. Показано, что магнитное поле порядка одной десятой доли теслы 
может, во-первых, в несколько раз увеличить частот) свободных ко­
лебаний и, во-вторых, привести к возникновению нзгибных напряже­
ний, превышающих пределы пропорциональности материалов пластин 
Проанализировано влияние паиряженнгсти магнитного поля и вза­
имное расположение пластин иа указанные величины

I. Рассмотрим магнитоупругую систему, состоящую из двух па­
раллельных бесконечных диафрагм, между которыми действует на­

чальное постоянное продольное магнитное поле /70- Магнитные свой­
ства среды, находящейся .между диафрагмами, отождествляются со 
свойствами вакуума (вакуумный слой! Прямоугольная декартовая 
система координат х։х2х3 выбрана так. что координатная плоскость 
Х|Х2 совпадает со срединной плоскостью вакуумного слоя. Начальное 

магни-ное пояс Wo(^o, 0, 0) параллельно координатной линии ох։. 
Внутренние поверхности диафрагм (х$—±.Ь) покрыты тонкими слом­
им сверхпроводящего сплава, толщины которых намного больше глу­
бины проникновения магнитного ноля в сверхпроводник (обычно по­
рядки 10՜5 см) . Части диафрагм [х։|^ a. |x։|<foo являются упругими 
пластинками, изготовленными из различных изотропных материалов 
(остальные части являются абсолютно жесткими и неподвижными)

Граничные условия на горнах л'։—таковы, что пластинки 
колеблятся по форме цилиндрической поверхности с образующими 
параллельными координатной линии o.v2- В дальнейшем, характерис 
тики, относящиеся к верхней пластинке 2^). будем обоз,
начать индексом «1». а к нижней (- 6—6)—-индексом «2».

Известно, что при помещении сверхпроводящего тела в магнит­
ное поле на тонком приповерхностном слое появляются экранирую­
щие токи, препятствующие прониканию магнитного поля внутрь тела. 
Вследствие этого на внутренних поверхностях пластинок компоненты 
тензора напряжений Максвелла претерпевают разрыв. Этим разрывом 

обусловлено появление поверхностных сил у магнитного происхож-
3 



дения (действующие на поверхностях л'։ = -_г/>). определяемые фор­
мулой [ ] ]

Ч=п-Т (1.1)

где п единичный вектор внешней нормали к деформируемым по­

верхностям пластинок. Т тензор напряжений Максвелла

т11։--(н։н„-^н ■ н\ (1.2)
4к\ 2 /

В (1.2) Н—вектор напряженности магнитного поля в вакуумном 
слое |х3|<7>. который складывается из вектора напряженности задан- 

наго магнитною поля /70 и вектора напряженности индуцированного 

магнитного ноля Л. обусловленного деформациями пластинок (Н = 

= Н0 ‘ Л).
Пусть для рассматриваемых пластин справедлива гипотеза не- 

деформируемых нормалей. Тогта уравьения колебаний пластин мож­
но представить в следующем виде [2]:

+ (13)

(*=1.2)
Здесь •ац.—прогиб, £>Л=2/?^|/3( 1 ——цилиндрическая жесткость 

Ец— модуль упругости, у»—коэффициент Пуассона, 2оЛ —толщина, р*- 
плотность *-той пластинки, и —упругие напряжения. Знаками 
«Н-» и «—» отмечены значения напряжений на верхних (л*а ֊- д + 2дР 
-г,«— Ь) и нижних (х^Ь, х3=—*—26։) поверхностях пластин соот­
ветственно.

Входящие в уравнения (1.3) неизвестные величины и 
определяем, используя условия на поверхностях лг3=±^ + 2оЛ и л3 — 
= ±/>. В силу того, что магнитное поле в областях х3^>Ь и х3 < — Ь 
отсутствует, указанные условия запишутся в виде

(1.4)
Из (1.4), с учетом (1.2). после линеаризации имеем

*Г=0. сПне0, о‘?֊=0. og)-=0
А/о։
— 3(2)+х=—-Л'4֊ ц\ ’ Э)3 4֊ "з

.. .
8z 4z Л'

где
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AJ = A*(xr ±b, t), (£=1.3)

2. Рассматривая систему уравнении (1.3), замечаем, что она нс 
замкнута. В нее, кроме прогибов ау* пластинок, входят неизвестные 
граничные значения А* индуцированного в вакуумном слое магнит­

ного поля А. Их определяем [3.4), решая уравнения Максвелла

rotA=0, dlv/i =0 (2.1)
в области х3|<А, при следующих поверхностных условиях непро- 
никновения магнитного поля в толщу пластинок:

(//0 + А) • л=0 при а3 = ± b (2.2)
Введя потенциальную функцию q посредством

А = grado (2 3)
и учитывая, что части х։[ > а поверхностей х*—±Ь не деформиру­

ются, задача определения индуцированного магнитного поля А, со­
гласно (2.1) и (2.2). после линеаризации сводится к решению следу­
ющей краевой задачи для уравнения Лапласа в слое |х3|<£:

д2® db
дх‘ дхг. °• *>
0. X, ±Ь

б>4>
дх2

w<e’ х^ь (2֊4)
dwn—Х։ = -А 
дх.

Задача (2.4) решена при помощи интегрального преобразования 
Фурье по переменной хг Используя это решение из (2.3). определено

индуцированное в слое магнитное поле А и путем предельного пере­
хода (х9—±6) получены следующие представления интересующих 
нас величин А?:

1Ч=Нтд-р-, 1,-^Н^. *>֊“֊ (2.5)
дх} дх} 4 А .1 \К дг )

-о 
в

’ 4А Д дг К )

где для ядра К(х, S) имеем

4А
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Представляя (1.5) в (1.3) и учитывая (2.5), получим следующую 
систему связанных сингулярных интегро дифференциальных уравне­
ний колебания пластинок.

* 2рЛ ~дР ~ +

»1»
16-£

I ди>к \ 
~К~аГ )

. Л՜
* + -(֊1) ■

8՜ (Л-1.2) (2.6)

К системе уравнений (2.6) в каждом конкретном случае необхо­
димо присоединить обычные однородны։ условия закрепления краев 
.с, _ + а п шегинок.

Так как уравнения (2.6) и соответствующие граничные условия 
являются линейными, го решения ..оставленных задач будем искать 
в виде суммы

гдр функции теф” есть решения уравнений

I):
(1^ 1Г- * '01

16՜#
I ^6-

К ~с!(

4* 1 И &։ (2-7)

удовлетворяющие тем же граничным 
являются решениями уравнений

условиям, что Функции

Ч” . н&.
Эн-+-?*'«-57г- ֊ Э7֊֊

^о: 1Укдю&, 
16«* ,1 \П д1 К д'. ) О

при тех же граничных условиях.
Функция афЦх։) представляет решения за гач изгиба пластинок 

под действием магнитного давления Решения да«,- характеризуют 
собственные магнитоупругие колебания рассматриваемой системы в 
продольном магнитном поле.

■?. Рассмотрим задачу изгиба шарнирно ;>п.ртых по краям х։ —±п 
лапин, основанную на ураанениях 12 7.՛. Для (ростоты ограничимся 

случаем, когда физико-мсханмчсскис н геометрические параметры 
пластинок отинаконые (Л՝, /։— ՛',=>, 3։ = б2 = А). Тогда, как
видно из (2 7), -с.у’= хф՝ и для определения = получим урав­
нение
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а 
Н‘т 

Щ ~ 8ЙГ - Л
аь *0—*։)^ /•/$,

2Ь а՝՜ 4~ (1х\~ 8֊ ’
2Е&

о=зсГ=^)

(3.1)
Решение уравнения (3.1), 

кого опирания, представим в
удовлетворяющего условиям шарнир 
виде

оа
[£՛ = £ адшМ^та), >п—п^/2а 

л**1
(3.2)

где -неизвестные постоянные, подлежащие определению.
Подставляя (3.2) в (3.1) и используя обычный процесс ортого­

нализации. приходим к следующей бесконечной системе линейных не­
однородных алгебраических уравнений относительно

х« + У атпхп=ст (/п=1,2....) (3.3)

где

I с!Ь —- з1пгп-~созпг.ис1ис1^1
1 Ь Хт— (3.4)

а‘”'-2^.„ЦтЛ"'” Ст- «ад.;'/?, • ^-и՛- 4г ” 

1 1

• о о
Используя (3.4) и имея ввиду, что [Лтв|<Л/(лл)_\ где .И —не­

которая постоянная, легко показать, что система (3.3) при любом 
значении //П1 квазивполне регулярна.

Из (3 2) и (3.3) определяем прогибы и на их основе нагибные 
напряжения в пластинках- В частности, для максимального (по д֊|) 

значения напряжения зп при лу— Ь \-2ii в первом приближении полу­
чим

ЗАГ$, (а VI. . , * ЬНх (3.5)

На основе (3.5) произведены вычисления (результаты которых 
представлены на фиг. 1) тахоп в зависимости от напряженности 

магнитного поля Н01 = я • 10й э при различных значениях а/Ь. Для 
расчета принято £—0,75 • 10" Па. >=0,36 (дюрал). а = 10' • А. Ре­
зультаты подсчета приведены на фиг. I, где з —10 ’♦ тахз1:.

Из фиг. I видно, что: а) с увеличением расстояния между плас­
тинками изгибные напряжения увеличиваются; б) при напряженнос­
ти магнитного поля порядка Ю3 э появляются пластические дефор 
мщии (тахап>»г, вг —предел текучести).
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■I. Рассмотрим задачу собственных магнитоупругих колебаний на 
основе х равнений (2.8), предполагая края пластинок шарнирно опер­
тыми. Тогда решения уравнений (2.8) можно представить в виде

и.'^(л-рО= ^5] п/.я(х։4-«) ^созш/ (4.1)

где ю -частота колебаний, неизвестные постоянные.

Подставляя (4.1) в (2.8) л поступая аналогичным образом, как 
в пункте 3. приходим к следующим бесконечным системам линейных 
однородных уравнений относительно и /Л!:

(I 5* )л-<։Ц V |а<пхг.’1 А(|)х(П|==о՝ /н ' — ‘ т п п ։лк п 1
п «1

(4.2)

(|-М-г
<։—I

где
Ц)'

А'/п ф- *
<ггл

0 2 -Р - °.1 X 22 == - „Л
*т 2о*ВА (4.3)

а<*>— —* т___ а Ь<1(>=_____ ■ ' __ Ь
’ - 8г.Ь;,^‘т
1 1
1՜ |’.с '(“-/На , . .Птп= НИ---------- СО5Л?-*51П^-//^'а//

1 2Ь 
о о

I 1

Л«я= I | сИт "1/——- сиз'1-’$1птт։1<1'.(/и 
.и '2Ь 
о о
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= (А=1,2; /п,л=1,2,3...).

В (4.3) 2*,п —частоты собственных поперечных колебаний £-той 
пластинки в отсутствие магнитного воля.

Аналогичным образом, как в пункте 3. используя (4 3). показы 
ваетея, что определитель системы (4.2) относится к классу сходя­
щихся (нормальных) определителей.

Используя условие существования нетривиального решения сис­
темы (4.2). получим характеристическое \равнение для определения 
частоты колебаний рассматриваемой макнисупругой системы Это 
уравнение к верном приближении имеет вид

(1-е;,
которое в случае одинаковых пластин(£\ £'։Е, 6,-А, ч=-. ,==՛.>) 
имеет следующие решения, определяющие частоты магнитоупругих 
колебаний:

где ц>;=е5(1+а), 1 3) (4.4)
Л/2 2

О» 0201 1
20

։ 1
‘2 Г Г .и

о о

Рассматривая (4.4). та.мечаем. что система может колебаться с 
двумя различными частотами, причем <«. соответствует случаю 
ш'2-‘»= — и,*-’՛ (симметричные колебания), а ю3 случаю (анти­
симметричные колебания).
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Ila фиг. 2 показана зависимость <•>, (где О, —первая частота сво­
бодных калебаннй пластин при отсутствии магнитного поля) от отно­
сительного расстояния bia между пластинками при различных значе­
ниях напряженности магнитного поля //01=» • 10’ э. Для расчета 
принято, что пластинки изготовлены из дюралюминиевого .материала, 
Л.'а=10 ։ и з—1,3, 5. Из этой фигуры видно, чго присутствие вто­
рой пластин, и может существенно увеличить частоту колебаний, 
причем чем ближе расположены пластинки, тем сильнее влияние 
магнитного по. я.

BENDING AND VIBRATION OF THE PARRALLEL SUPERCONDUC­
TIVE PLATES IN A LONGITUDINAL MAGNETIC FIELD

G. E. BAGHDaSARIAX. G. T. PII.IPOS1AN

ԳհՐՀԱՂՈՐԴԻՉ 9,11ՒԴԱՀհՈ- UIM.bPb VII-IIMIT ԵՎ
ՏԱՏԱՆՈՒՄ!’. 1»Ր>ւԱՏՆ11.||ԱՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ

Դ. Ь. ՈւԼՂԴԱՍւԱ՚ՅԱՆ. Դ. H Փ1Վ1՚Պ11113ԱՆ

Ա if փ и փ ո ւ մ

Դիտարկված են երկա յնական մ ադն ի ч ա կահ դա՛շտի սպդեցության տակ 
դտնվող երկու դոլդահ եո դևրհադնրդիչ սալերի ծոման և տատանումների 
խնդիրները: Ցույց ( տրված, որ տեսլայի մեկ տասներորդ մասի կուրդի մադ- 
նիսական դաշտը կարոդ է, աոաջին, մի քանի անդամ մ եծացնել ադատ տա֊ 
տանոլմների >՜ ամա ի/ ություՆ ր, ե երկրորդ՝ առաջացնել սալերի նյութերի հա֊ 
ւ) եմ ատականութ յան սահմ անները դերաղանցոդ ծոոդ լարումներ։ 4-ննարկված 
Հ մադնիսական դաշտի լարվսւծա թյան և սալերի ւիոիւադւսրձ դի/՚րի ազդե­
ցությունը Նշված մեծությոլնների վրա:
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