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Задача о распространении поверхностной волны, локализованной 
вблизи поверхности раздела двух ере?, при условиях отсутствия ка­
сательных напряжении между ними, рассматривалась в [1—4]. На 
основе численных расчетов показано как существование, так и отсут­
ствие поверхностной волны и записи мости от упругих характеристик 
сред.

В настоящей работе приводится новая форма записи дисперсион­
ного уравнения задачи. которая позволяет получить необходимое и 
дос 1.1 точное условие существования поверхностной волны.

1. Пусть в прямоугольной и*карт »вой координатной системе (л'։. 
л2. л֊з) упругие полупрос.ранетва с ра шымл механическими свойства­
ми разделены плогкос|ыо лм-0. Рассматривается задача плоской де­
формации н плоскости (л,. х2). Компоненты упругих перемощений 
представляются в виде [3]

Предполагается, что на границе рад-деда между' полупространст­
вами (при Л'.?=О) осуществляются условия скользящего контакта

дхг дх3

' дхх дх3

(х,>0)
дх։ дху

ц<2\г-
дх3 дхх

(^<0) (Е1)

где функции ф« и >.(//=1,2)

с^*= У- V

удовлетворяют

■ г‘ = “ГТ ()е

уравнениям

(1.2)

Здесь приняты следующие обозначения:

«='■- (//=1,2) 
рг.»'Л ' (пРп

3<.>9 = <\ °л=0, а<‘)=0

которые в соответствии с (1.1) записываются в виде

X (֊1)”1(<«+2н,)^- > (1.31
«-։ I ах.‘ дх.дх, 1 А
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2 (-1)" 
л=1

2 ^ = 0
дх։ дх։ / дхгдх9 <>*:: <?л՜;

Задача состоит п нахождении решсинй у равнении (1.2) удовд» 
творя юших граничным условиям (1.3» и условиям затухания при 
А’г -*4-ОО.

Решения уравнения (1.2} представляются в виде

?։- Л։ехр[-Ъ։х։ . /(»/ Лх։)|. у։=5։ехр| -Л>։.с։ /(»/ -*.г։) |

(1.4)

Л։ехр|Ь։д-,+/(<•>/Ч-Ьг,)]. Ягехр|Ах։лг, г(<-Г-А-л։)1 

где
е։т„ >.;•=!— у„ /;=1 0։у„

Направление координатной оси ил, выбирается так. чтобы вы­
полнялось условие г.о^с,.. Тогда решения (! убудут ■ • донл» । норять 
условию затухания ври .г, -х-. если имеет место неравенство

О т4<! (1.6)

Подстановка (14) в граничны! условии (13) приводит к ничему 
алгебраических уравнений отно.игельн . к*֊»ффль шн он Л, и Вп

(2-^)Л,֊2х>,/У1-^(2-53т։)А,-2^/,^=0

2г/։Д։4-(2—т,)0։ = 0, ^=:ч1‘։
->|.4։+/В։-/,Д,-/Я։=0. -2/^։Ч֊(2~ W:=n < Ь7)

Равенство нулю детерминанта системы (1.7) приводит следую­
щему уравнению относительно tj:

»,{ W (2֊’<)։ ֊4', -,1+g -։| (2֊V.)!֊ Г, =0 (1.8)
Уравнение. (1.8) имеет корен։ q —Однако .՝. ко показать, что 

в этом случае нее перемещения из |i 1՛ тождественно равны нулю 
Следовательно, в условии сущее: гавани ? поверхно֊тной волны (! 6) 
знак равенства исключается

В <лучае сред с одннакоными упругими сноисгвами уравнение 
(1.8) приводится к виду

<,|(2-’i),-4>f,|=O (1.9)

Выражение в квадратной скобке—функция Рэлея. Равештно нулю 
функции Рэлея определяет корень уравнения (19) (г.шнс։ венный I. 
соответствующий скорости поиер.хностиой полны.

Корню rj«G։ ’(>, =-0) соответствует предельная |5| волна (Gi= 
—П2=-О)
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-ikAexpik( ‘ cit -.vj, «,<Д==0

«</' — ikAexpif/( c:t л'։), zzy՛*—0

2 Уравнение (IÄ), после сокращения на r|. удобно записать в 
форме

V։!՜'’ M'2('j- 'j)l + £'J'V'/-Hz2<z։ zi)l=0 (2.1)
Р.сли в уравнении (2.1) разности >г /5- умножить и разде­

лить, соответственно, на их суммы, получим уравнение, которое мож­
но сократить на Окончательно новая форма записи дисперсион­
ного уравнения примет вид

М■/,) х•,) Ьр.ВД-О (2.2)
где

Исследуем свойства функции /<*(',) при О 7,^1. Для значении 
функции /?(*;) на копнах интервала получаются следующие выраже­
ния:

/?(0)=֊2(1֊М֊2ах(1 Л)
А!(1)=/Т=Г , я/ьЛр։֊4(1-е,)/13?7(/Т^Н->Л1=^)-,| (2.4)

цз условии '^<1. 94<|. (для реальных материалов
0<&։<()»5: 0<^4<0,5) следует /?(0)<0. Поэтому условие /?(1)>0 
будет достаточным условием существования кор я уравнения (2.2), 
удовлетворяю!] ему условии» существования поверхностной волны 
(<’О,<1).

Докажем, что условие /<՛( I £>() является также необходимым 
условием. Для этой цели исследуется производная функции /Д^). 
Отметим прежде всего, что

/-;(0=1-.-2()֊.о1Г(>?2)֊1(>,_>2)-г>о

^(■0=^1 2(1~М։КМ Ч*։+<1)-31>0 (2.5)

То есть функции /-',(?.) и Л?( л,| возрастают при 0<г,<1 и, в част­
ности, наименьшие значения принимают при у—О

гп|'п/'։(^>е=/’։(0)зсг — 2( 1— &։)<0

1п1п/-։(т.) = /<(0)- — 2(1—в4)<0 (2.6)

3 . Рассмотрим вначале частный случай 9։«9а- 9 (сл=^>=о, 
Уравнение (2.2) приводится к виду

>»1Л(лН^։ЙЧ=0 (3.1)
Корню т, = 6 ՛(»։=()) соответствует решение в виде предельной волны

//!;> //г/^ехр/^С ср -.с,), я}‘)=0

"'г = !к ТТГ-^Т Л,ехр«!( - г, <-хх).
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Решение уравнения

(3.2)

определяет скороср» поверхностной волны. 11՛ (2.5) следует, что

Поэтому условие /?(1)>0 (с учетом 0։^9։) буле; необходи­
мым и достаточным для существования единственного корня при 
0«1.

В случае 0։>0։ (г,-։<с.՛:) вместо уравнения (2.2) удобно исполь­
зовать эквивалентное уравнение

Я*(Г|) /»71 1/?1(7.) > (3.3)

Для производной R.(>,} получается выражение

Используя (2.5) и (2.6), получим следующую опенку

/?;м> ՛-՝-+°-уЛ ^(0) >(- > о
՝*! 2'1'1 Л17:

Отсюда .непосредственно слсд’-'ет «обходимое ;ь условия /?(!)> О.
При 9։<6։ (сн>Сч). представляя уравнение (2.2) в виде

<3-4>

получаем оценку

/?;(>;) >о
*)Ч

Которая доказывает необходимо։ гь условии /?(!)>() в в ичм I 1учае
Таким образом, доказано, что условие /?(1 )>0. где /?(11 опре­

деляется согласно (2.1), является и ■ •буп шмым и ин |;։и шым с 
ловие.м существования единственною «и-твиил-иоы> корил уравне 
ния (2.2). удовлетворяющего условию о<^<1.

СЖ ТНЕ 5ТОи\1Л \VAVES I-.X1STF.NCE СОХГЯТИ'Х ПХОЕк 
ТНЕ ЗЕЮЕК СОХТАСТ

,М. V. ВЕ1.ГВЕК։Д\’

Ш.ип‘1. iini.SU.USI’ 'Ц|<и>1П‘1Г 118ПП1’Ъ1.1’1* 1Ц1'Г1՛ ‘МШП'Р-т
1ПНЛ‘Ъ

и. «(. ры,пьрь1|3аъ

и . 4 ։]> п ф п । Л

7Ьр/ри 1/1и11И11>1ирч։6 риЪ'ъЬрр ртв тЪт) Ьцрт[ /Г.//- 
1(Ьр11тРиц1>Ъ м?//грЬЬр// иииртдйи>Ъ 1иЪ^1<рр։ Чришичиршдтр^нсЪЬЬрр ксЬЬЪ 
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