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Область исследований, учитывающая взаимосвязь механического 
и электромагнитного полей, существенно расширяется и пользоваться 
линейной теорией электро-упругости для описания взаимодействия 
этих полей в реальных средах можно че во всех случаях.

Как известно, в твердых телах могут распространяться различ­
ные типы упругих волн. Это. естественно, приводи г к значительному 
многообразию нелинейных взаимодействий волн Другим важным об­
стоятельством является го. что наиболее интересный класс твердых, 
диэлектрических тел (пьезокристаллы) имеют анизотропию, что в 
определенной мере усложняет рассмотрение нелинейных эффектов.

Важное место в нелинейной электроу пру гости занимают вопросы 
распространения электроакустических поверхностных волн. Общие ос­
новы нелинейной электромагнитоупругости изложены в работах [ I — 
3] и др., и которых мало обращается внимание на нелинейные краевые 
задачи. Нелинейные элек громагни гоакус • нчсскяс эффекты в твердых 
телах принято подразделять на статические (распространение волн 
при воздействии на ։ело постоянных механических или элоктромаг- 
нитных возмущений) и динамические (генерация гармоник или иска­
жение формы волны, взаимодействие золи и т. д.).

В предлагаемой работе, исходя из основных положений нелиней­
ной теории эл<гктромагнмто\ пругости, выведены нелинейные волновые 
соотношения для ограниченных пьезодиэлектриков. При этом учиты­
вается как геометрическая, так и физическая нелинейности.

/ В механике сплошных сред существуют два способа описания 
движения точек тела. Первый, когда каждой точке среды приписыва­
ются координаты хя։(/л= 1. 2, 3). которые в процессе деформации нс 
изменяются (переменные Лагранжа). Во втором способе в качестве 
переменных используются координаты ;/(/=!, 2. 3), которые опре­
деляют место точек в пространстве, изменяющееся в процессе дефор­
маций. Переменные называют эйлеровыми.

Если точки тела в процессе твиження получают перемещения, 

определяемые вектором И-с компонентами «#(* — I. 2. 3). го закон 
движения н>чек тела можно заппса1ь в форме
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■.(xh t)=Xii-u.(xht), (i, /-1,2,3) (1.1)
При приложении к телу внешних воздействий любой природы, в ок- 
рссности любой гочки тела Характеристикой деформации является 
тензор деформации Л'. Компоненты тензора связаны с компонентами 
вектора перемещении точек тела в лагранжевой форме описания сле­
дующим образом;

£Л/=у(«ь/ (1.2)

Здесь и далее, если это особо не оговорено, ио повторяющимся ин­
дексам проводится суммирование от I до 3. индексом после занятой 
обозначено дифференцирование но ли։ раижевым координатам.

При движении материальных ։сл к электромагнитном полу между 
средой и полем происходит силовое взаимодействие. Взаимодействие 
среды с электрома: ннтным полем приводи։ к тому, что на каждый 
элеменi спло1иш>1՛. среды наряду с объемными силами механического 
|роисхождения F'.' действуют также ։кп лсромоторные силы F*4. 

В пьезодиэлектрнч։ .-кой среде объемная сила электромагнитного про­
исхождения (пондеромогориам сила) равна:

FГ. - /:®<>гае1 = — ?rad (Ё* — р ՝j— (Р у)Е (1-3)
2 2 \ д՛, )

Здесь Р -вектор электрической поляризации, /: вектор напряжен­
ности электрического поля.

Характерной особенное i ью сил близкодевствия является возмож­
ность снедения их к натяжеиням. возникающим в .(сформированных 
срезах При рассмотрении многих вопросов замена поидеромогорных 
сил жвикален । ными им нанряж. пиями оказывается весьма целесооб-

разной [1. 5]. Между плотностью пои деромоторных сил Л’м и ком­
понентами тензора напряжения электромагнитного происхождения t{} 
(напряжения Максвелла), устав 1вливчю;ся искомые дифференциаль­
ные соотношения

^~֊ (I-*)

Представления (I 11 справедливы с учетам симметричности тензора 
максвелловских напряжений t (то есть Максвелловские на­
тяжения ti; для анизотропных сред [4] (а пьзодиэлектрики — это су­
щественно анизотропные материалы) записываются в следующем виде:

t„ = 11F.tDt+EtD, F H,B, + H,B, —H„B„) I (1.5)

Как известно, в линейной элекгроупрхгости пок։пииал1.ным магнит­
ным нолем пренебрегают, а малое вихревое магнитное поле электро- 
акус!ичсской полны определяется с помощью уравнений 
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’чрщН т.р~Г>'г> 8*. *=։<). #*=11ЛотМп (Кб)
Ниже покажем, чго в нелинейной электромагнитоунругости с учетом 
градиента деформации, а пьезо.тиэлектрике .магнитное и электричес­
кое поля взаимосвязаны.

Приведем уравнения движения материальной среды, описываю­
щих взаимодействие их с электромагнитным полем, в материальных 
переменных. Подробный вывод уравнении движения среды и меха­
нических граничных условии можно найти н работах [6. 7] и др.

(1.7)

1 àXfg
J^T“ ~ О (1.8)

В электромагпигоупругн.х средах T!}~z(i —термодинамические 
напряжения, определяемые из термодинамического потенциала соот­
ветствующей среды. Для удобства записи, скачок лагранжевых напря 
женин Lif=-fT ttl()x jîdia на поверхности раздела -j.ieKi роупругнх 
сред /.։, обозначается прямыми скобками

2. Определение напряженно-деформированного состояния в элек­
тромагнитов пру։ он среде производится совместно с определением элек­
тромагнитного поля в среде и представит г собой совместную т тачу 
теории упругости и электромагнетизма. Основы электромагнетизма и 
вывод уравнений Максвелла изложены в [ I. 5] и др. Обычно урав­
нения электромагнетизма формулируются в пространственных пере­
менных Эйлера, и.» при изучении движения материальных сред с 
учеюм электромагнитных эффектов, целесообразно иметь систему 
уравнений элекгромагнитоуиругостн, записанную в материальных 
переменных [I, 3] и др

В -1лектормагн11тоупругос1и сопутствующее упругим волнам элек- 
т рома гни гное поле описывает ея v равнениями ^лек грома гни гостатики, 
тем самым пренебрегая малыми колич«.< i венными поправками поряд- 
К1 (с—скорость снега в среде). Тогда наряд՝, с уравнениями
движения среды (1.7) решаются уравнения элсктромагннтостатики

zrpni<'^ т ,р—0. •iïp.p U« “Грп-/՛ гп.р—0« I) (2.1)

Введенные здесь новые искомые величины

Л И,<?.„-Л’Л.т, /31, / Dn (2.2)
à'n dz„

представляют собой лагранжевые напряженности и индукции магнит­
ного в электрическою полей деформируемой среды соответственно. Оче­
видно, чго с учеюм деформируемости среды электрическое и магнит­
ное поля связываются шхрелетном градиента деформации с/,я.

43



к уравнениям электромагнетизма (2.1) необходимо присоединить 
также граничные условия, налагаемые на электромагнитное ноле. На 
деформированной, незаряженной границе раздела двух сред нормаль­
ные составляющие индукции магнитноф и электрического полей, а 
также тангенциальные слагающие векторов напряженностей электри­
ческого и магнитного полей остаются непрерывными. В лагранжевых 
координатах эти условия запишутся ) виде

е.7Л/1 V <’» ֊֊$£֊> |=0, Л՛ у |./ 1=0 (2.3)

^л;/РФ- ^'1=о. Л'л.яу»-^;»|=о (2.4)
Часто вместо условий солряженностн электрического поля (2.3) в 

теории элсктроупру ости пользуются граничными условиями для элек­
трически «закрытой» иля электрически ^открытой» границ. Если на 
поверхности пьезодиэлектрика нанесен юнкин металлический элек­
трод и заземлен (электрический экран), то на поверхности раздели 
условия (2.3) заменяются условием электрически «закрытой» грани­
цы

Ф։’/ла=0, где <£֊ь = д՝\»я:дхк (2.5)
Когда шэлектричеч'кая проницаемость внешней среды намного мень­
ше диэлектрической пропинаемое।и рассматриваемою диэлектрика 
(этот случай соответствует предельно малому отношению < 1)
условия (2.3) заменяются приближенным равенством

/У/Уу՝=О (2.6)

на поверхности раздела двух сред.
Паря (у с тензором напряжения Лагранжа (Ппола-Кирхгофа ) £ 

часю вводится тензор обобщенных напряжении з* [6], компоненты 
которого с* связаны с лагранжевыми напряжения ми формула ми

(2.7)

Если по аналогии введем понятия обобщенной индукции электричес­
кого поля ГУ и обобщенной пи ц кции магнитного поля

(2.8)

то уравнения н граничные Эстония элсктромагнитоупругостн пьезо- 
диэлектрической среды запишутся ■՛. форма

1а< д<'*н ^й./)1< =''о^*՛ лч|<, ■ м-=о (2.9)

|.р ~ *■. ։»/Я»А /1 ''՛к՝//.т> | = (2.10)

1 п 1 ;>' 1 >. (2-П)

£г/11П-'\ л[ ]=ж0 (2.12)
Рл-Ь-о. ■41 1=0 (2.13)
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Необходимо отметит, что величины не являются напряжения­
ми с точном смысле этого слова, гак .1 величины и &п не явля­
ются индукциями электрического и м.-ц ннтного полой соответственно. 
Вее эти величины можно отожествлять с истинными .напряжениями 
Т(-, и индукциями Dp и /<., соответсIBCHHO, если удлинениями и 
сдвигами можно пренебреги 1Ь ио сравнении ■ с единицей Ра шипа 
меж iy вел а-■инами и <’ :ip-является только при бч|:,;ш1\ .гф-др-
маниях

К полученным соотношениям электро маг нитоупругост к псобхо- 
шмо добавить определяющие уравнения для термодинамических ни- 
пряжении Ti/ и »лектпической индукции /Ля . Лля магнитных харак­
теристик мп термальные уравнения представляются в ви.ц

^=!Ч//// (2.H)
.Учитывая инвариантное!I. формы, термодинамическую функцию Гиб­
бса можно представить как в ните расложения по градиенту дефор­
мации и напряженности электрического воля Ет (то есть 4՛ = 
- 'Г(5/։д; Л'ст)), так и в виде разложения по истинным деформациям 
uni и лагранжевым электрическим напряженностям (то
есть‘1=='Г(«М. ?„,)). Представляя термодинамическую функцию 

&«) в виде ряда

4 (//л,,;. £/)“= — Cij);lUij։ikl'Jr ~QCi/klmn UijUklUmn

ß ?rni;<t!pij(՜ Ifl^p,j m("n q /.n:np'՛ rt/ rS p

- (2 >5>

mni!p^m' n‘^pq innpini^n՛" p^i}

l учитывая, что термодинамические напряжения Т//(«ая, и ин- 
.укция электрического поля D,{ui}, /.,} для анизотропной диэлектри- 
еской среды определяются соотношениями

. Di — f 'i-֊i(։m — - (2.16)
oumn d^m

,ля напряжении Лагранжа в ла; рак кеьой электрической индукции 
а:ходи м

/.//—Ci/mrilhn.ri ՛ ( + IIК lUm.n
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, /1 > > 1 . 1 . 1 .т Г ''рггИ ' (,кр^()>]1тп 4 ՝
\ *• ■ *Т £•

*՜ “ С..(киппрч 1/.11Ьп.п^/։ ч-~Т^гп11'Ф,'п ~ лил.’/Ф»« Ф>п — (2.1/)

■' (&т1Ц!' м/г) 1' >-г)М к Г ' ( } сц /?/ '■‘р՝)&т1цк1 1՜

6

где Лдп//Я=2/Л>|/Х; ' 1п:11 }(и;" т/н/рц՜^՜
Ч 2 ''р.; — Т՜՛ ^:\р ~ ,Ч),Чч.’1 Г'(р(~,,тп,*]ц~

у — л *- / •*

— • ։■'.՛№ Ф«лч

•' г7,=’^лл///1 ( —®/л«Ф«п (^'пл/'чк ?.'ч1}*Л

~ Лст^Ф^/Ф^Р лиЛ/Ф>л/^1 .) *4՜ (~~ вт\4՞ (24'5)
2 ' \ 6

4 ~ г'Ар^«п/.,ч: ~ ( ^'л.чр/Ч՜,/ 4՜Ля/!//>!,՛)Ф‘ 4'
2

/я։///>к/Ф,рФ,рН։./ ~ "Чтпрч Ф|л4’,рФ,1/
2 6

При получении материальных соотношении (2.17) и (2.18) исполь­
зованы разложения

1 7 Нр.р ՛ ~ (Ц<п,/п)“~ /՛

1 -^^1к г,кп^).п 1 ^ктЧ/.п^п.т (2-14)

сохраняя члены с квадратичной нелинейностью. В разложении термо­
динамической функции (2.15) мы ограничивались слагаемыми четвер­
ило порядка по деформациям и электрическому нолю. Это позволяет 
в материальных уравнениях для 1.ц и сохранять нелинейные 
слагаемые до третьего порядка по «/։* и Ф„։. В разложениях тензо­
ры Сцкт. Сцытп • упругие коэффициенты второго, третьего
и четвертого рангов, соответственно, при постоянном электрическом 
ПОЛе. '/_тп> /_тпр И /.тпрг, коэффициенты тензоров диэлектрической 
воспрнмчивости второго, третьего и четвертого рангов, соответствен- 
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НО, 3 '** коэффициенты соотнетствхк шгх тензор« в
диэлектрический проницаемости. e»tl, и/«//н - линейные ։։ нелиней­
ные пьезокоэффициенты, 1тг.ц — коэффициенты электрострикции, е, 
tmijitw и 1тгг,;^) — соответственно, электроупругие коэффициенты 
третьего порядка. нечетные и четные электроупругие постоя иные чет­
вертого порядка.

Исли диэлектрическая среда обладим՛ центром инверсии (изотроп 
пая среда), то кубичная нелинейность яыястся нелинейное։ыо наиииз 
mero порядка для такой среды [9]. Для такой среды, в соотношениях 
(2.17) и (2.18) квадратичные нелинейное!и отсутствуют. В этом слу­
чае число возможных ие.ш iciiHbix процессов больше. чем .՝< случае среды 
с квадратичной нелинейностью. Квя.тра тчиой нелинейностью >бла 
.таю։ среды без центра инверсии (алию։ровные среды) Диэлектрика 
обладающие пьезоэлектрическим эффектом, являются cymeci ncina՝ ани­
зотропными материалам!;, нс имеющие центра инверсии,

■7. В граничных условиях (18). (2.3) и (2.4) фигурирует элсктро- 
магпитоупругое поле, определяемое во i-ncujiiei' среде. В случае ма­
териальной внешней среды задача элск ։ рома питоу прудом, и реша­
ется в материальных переменных л\։. олр; ц-ляя «амсну переменных от 
,.2' к л'л(£, /2 = 1, 2, 3) аналогично закону движения (1.1 ). При этом ус­
ловия контакта на границе раздела материал։ пых сред я'/Ч-Ч- 0=
— v2, д'д, /) обеспечивает отображение точек деформированной
границы на недефор.мироеанную точно так же, как при отображе­
нии (1.1).

Известно, что ия нематериальной (вакухмиой) неограниченной 
среды между начальным и текущим состояниями отсутствует <акон 
соответствия типа (1.1). Тогда шламу ••.•1ектромагиетизма в принци­
пе можно сформулировать только к пространственных переменных 
Эйлера По когда решается задача элсктомагнитоупругости огра­
ниченной материальной среды, граничащей с вакуумной областью, 
необходимо учесть, что с деформированием э.тектро.магпитоупругой 
среды «деформируется» также вакуумная область. Следовательно, 
ввиду того, что внутренняя задача электромагиитоупругосгн сфор­
мулирована в .материальных переменных А‘т, гут также необходимо 
переходить к лагранжевым, переменным. При этом, проблема выбора 
закона отображения от пространственных переменных к материаль­
ным. разрешается следующим образом:

Деформированная поверхность электромагнитоупругой среды ста­
новится координатной поверхностью и в качестве «упругого переме­
щения» в каждой точке вакуумной области можем брать перемещение 
соответствующей ючки границы электромагнишунругой среды

х2‘ xr {)"i‘{-4xv xi, хз. Закон „движения“ для нематери­
альной среды запишется в следующем виде:

С-<О(л-п .V,, х3, xv xt, /)фд> /=1, 2, 3. (3.1)
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Из вышеприведенного следует, чго гля вакуумной области уравнения 
и граничные условия <юктромагнет изма сохраняют свой вид.

.^-0. -0. 0 (3.2)

где

«S-Wx Ч^7'"’^^’- П’-7*'1^^1 (з.З)
Градиент деформации в этих соотношениях определяется по за­
кону отображения (3.1). В механических граничных условиях (1.8) 
термодинамические напряжения '/[") заменяются напряжениями Мак- 
свелла fjj1 для вакуумной среды

Введя обобщенный электрический потенциал для ин­
дукции электрического поля получим

rrd= _е фН (3 4)
р ՝" д;<г> ՝ *

с учетом зависимости D^—SqE^. Пользуясь разложениями (2.19), 
для внешней вакуумной области получаем материальные соо։ноше­
ния лагранжевой индукции электрического поля

•»;;’= -=oi о;? ֊(«£!,+«£■ )<1>!™|-(«а«г,-
-“Й“Й>>Ф!Й+ (3S)

4- — (<Л'!)։Ф<;;>- — и‘-> Ф«1 q ՝ }•]' -Р 2 ».} 1-п

С введением «обобщенных» электрических потенциалов Ф и для 
них гренней и внешней задач электрома։ нет изма соответствен по. не­
обходимо граничные условия также записать через потенциалы. Усло­
вия сопряженности тангенциальной компоненты электрического поля 
преобразуются к виду

Ф = Ф<'» (3.6)
■/. Необходимо обращать внимание на го. что нелинейность про­

никает в теорию электроупругости по трем путям: а) через тензор 
деформации Лагранжа {««}. б) чере» уравнения движения электро- 
упругой сплошной среды и уравнения электромагнетизма, в) через 
материальные соотношения гермодпи.чм зческцх напряжений Тц —

” электрической индукции !)*. При этом в первых гвух из 
перечисленных совокупностей формул учет нелинейных членов обус­
ловливается геометрическими соображениями. В третьей совокупнос­
ти формул нелинейные члены появляются, если деформации и напря­
женность электрического поля превосходят по величине некоторые 
характерные для рассматриваемого материала физические константы 
(пределы пропорциональное ги). Поэтому при рассмотрении нелиней­
ных задач принято говорить и нелинейностях двух типов—геометри- 
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’лаской и физической. 5)ги нелинейности связаны друг с другом и в 
иерархии нелинейностей гео мет ричегкаг не.ш лей носи» занимает более 
высокую ступень. Но. исходя и.< фи<яко механических соображений, 
и.х иногда можно считан» несвязанными ։руг с другом. Отсюда в не­
линейной теории <1ектро.магнптоуир\-ос:и кроме общего случая,- не 
линейности могут рассматриваться нелинейные <ада։/и двух типов:

- в физически нелинейной, гео метрически линейной-задаче е.МСует 
пользоваться линейными уравнениями и ; раиичными՛ условиями -Мек- 
।ромагнитоупругосгл

/^д=0, е//*£м-»0 (4.1)
ад/|=0։ */[ОД=0. -омА'/|Л>]=0 (4.2)

с учетом нелинейных материальных соотношений для гермоунру։ и.х 
напряжений Г</ и индукции электрического поля От:

/ ։ Г С Н к :11п\.п I , 111п ,,11? ф
2 б

тп(.т'^ .ц■'к к.1 4--у (тпр!/Л1' .-и‘Й «Ф {> (4.3)
б

~ ~ m11 k.lllp.,i~ у Imr.ii;՛^' ,-i^,
А» £

j^i.j~՜'“л՛։i՜.^1■ | mi jkJ i.к I :՜ ^тАрФ ЯФ

Im nij' jUi.№/՛.ч 7՜ mntjpi^.n11 i,}^f’.lG 2

f f Vinpii^'.tt^* 4' ,/P p'i1
2 6

(4.4)

Здесь компоненты тензора деформации Иц определяются формулами

и,-/= — («։./4 «/.<). а потенциал электрического поля - Еп - —Ф.„:
2
в физически линейно։՝, геометрически нелинейной тадаче элек­

троупругости следует пользоваться линейны ми материальными соот­
ношениями для термодинамических иап-яжеиий и индукции элек­
трического поля /Л:

7*// = С//тпЧтп У f-mijf’-mt ?к<jUi/~£кт^т (4.5)
В этом случае уравнение и граничные условия электромагнигоупру• 
гости сохраняют вил

‘i fr,A=O, (4.6)
-V7|/,,l=o, л^[;/7]=о, 1,мЛ;Нл1=0 (4.7)

При этом выражения для лагранжевых иаиряжеиип и электричес- 
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кой индукции -Lm получаются из (2.17) и (2.18) соответственно, по­
ложив в них

i-i/l.lrn.1 “0> 0, Imnij “Ot впН/М О
&т>1Ыр1}~ ।*. Imnijptj О, fmnp!]=^)՝ yjr:n/»=0» tysn/i^O (*4-.8)

Вообпю :(‘ометрйчс1?кля и физическая нелинейности в теории элсктро- 
магиигоупру/ости взаимосвязаны и при рассмотрении конкретных за- 
i:i’i. пренебрежение одной из ciiix нелинейноеiей при сохранении 

другой, должно быть физически обо пинано j[IO]

ABOUT MAIN EQUATIONS OF NONLINEAR ELECTROELASTISITY 
OF PIEZOELECTRIC DIELECTRIC

A S. AVETISYAN

Պ1՚1;յւ|||.-|.|)>ւՏ1'1՚։ւ Դ1ՎԱյ«ւՏՐ1ՊՆ01Դ ՈՏ» ԴԾ1Մ.1’Ն 1;Լե»ւՏՐ1Լ1Լ11-1ԼՍԴԱ.ԿԱ>.111*1*-311.Ն 
ՀԻՍՆԱԿԱՆ ՃՍ.Վ11.11 ԱՐՈԽ 1Ո,հՐԽ ՄԱ1Ո»Ն

Ա. II. ԱՎ1։ՏԻ11-Ա1.Ն

Ս. մ փ ււ փ ո ւ մ

տարված են ոչ զծային այիրային Հավասարումները ե ///ի ե զոէլ ե 1/ու ր/>կ 
կիււաաոյրածսւթ յան համար եզրային սրոյմ անները' անիզոտրոպ միջավայրի 
երկրաչափական ե ֆիզիկական ոչ զծ այն ութ յ ունն ե րի հաշվ առում ով: Հաշվի 
աոնեյով, որ է յ ե կտ(էտ առաձւլ ա կ ան միջավայրի եզրի ձևափոխում ով, ձևափոխ­
ված Լ Նա!: ոչ նյութական (վակուում) էլի ո ա ։ո ա ր ածութ յան ը, ներմ ածվել է 
արաա րին միջավայրի ընթացիկ վիճակը նախնական չձևափոխված վ իճա կին 
արւոաէզաւոկեըոզ ֆունկցիա: Ստացված են երկրաչափական կամ ֆիզիկա­
կան ոչ զծ աշնությունների ւլեսլըում այիրային հավասարումները ե ե զըա լին 
ս/այմ անները;
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