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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ, НА 
ГРАНИЦЕ КОТОРОЙ ПРИКЛЕЕНА БЕСКОНЕЧНАЯ КУСОЧНО

■ОДНОРОДНАЯ НАКЛАДКА

ГРИГОРЯН э. X.

13 работе рассматривается задача для упругой полуплоскости, 
на гранит- которой приклеена кусочно однородная бесконечная нак
ладка. состоящая из двух лолубесконечных кусков. Полуплоскость де
формируется под тействнем сил. приложенных к накладке Полага
ется, что слой клея находится в условиях чистою сдвига, а наклад
ка-в одноосном нанряженном состоянии. Задача с помощью преобра
зования Фурье сводится к решению Функционального уравнения на 
действительной оси относительно трансформантов Фурье контактных 
ка 'аюльных напряжений. соответствующих разным частям накладки 
Строится замкнутое решение яо о функционального уравнения, а по
том определяются асимптотические формулы для контактных напри 
женин. Помимо этого, сказывается и другой путь решения задачи, 
заключающийся и том, что задача сводится к решению фредгольмов- 
ских интегральных уравнений второго рода, которые можно решать 
методом последовательных приближений.

Отметим, что эта задача при отсутствии слоя клея была рас
смотрена в ։ 11

Пусть ynpyiaii полуплоскость усилена на своей границе кусочно- 
однородной бесконечной накладкой, coi гояшей- из двух нолубссконсч- 
лых кусков с модулями ՛. пр) гости /•՝• | v >0) и (х<0). Считается, 
что накладка приклеена к i ■ >.՛։) г иск •՛. и г. к ней приемлема гипо
теза об одномерном континууме, то есть под действием горизонталь
ных сид опа находится в одь ><>сдем напряженном состоянии [2]. По
лк плоскость деформируется и.д тейстчш м сил. приложенных к как 
ладк< Полагая чти слои к.ь я iiaxo inira в условиях чистого сдвига, 
будем иметь [3]

«՝”(*> 0)= Л <(а) (-по<х<ос) (I)
G

где /<'''( ՝ )—перемещения точек накладки, .ч!-'(д՜, О) — перемещения гра
ничных точек упругой полуплоскости, А—толщина слоя, (7—модуль 
сдвига материала клея, -(хС интенсивность касательных контактных 
напряжений.

С другой стороны, в сил) вышеука << иного, уравнения равновесия 
кусочно-однородной никла щи лппипии н виде 
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<1Ц _ ИЛ л ^-(л) 0
ах Е՝Н ЕгН Е։Н

где

^Ч.г *)-«/(.<) (2>

гДх)=Н(л)ДЛ'). *:֊(х)=Н(_.г)Дл)

е(л)=н(л֊)—- , Н( х)—. » = 
ах ах их | - II

Н—толщина накладки, ) —функция Хевисайда, 
Дирака; Р, (2 интенсивности сосредоточенных сил. 
накладке.

Далее для ЖА-'/сЕх имеем

->{Л') функция 
приложенных к

^(.г.0) = 1|?^. А (-оо<Л<~) (3)

(1х -Ах—д- 2(1—?, 

где Е модуль упруихтп мазсрнала 1ч лу плоскости, а \ коэффици
ент Пуассона.

Теперь, применив к (1.1, (2) и (3) обобщенное преобразование 
Фурье и сонос.тирлйя полученные выражения для определения -'(=) 

и ~(=). получим след\няцее руикнпоьалыюе уравнение:

(=Ч231=| ( = )т(== -24=1 ; '*Ь. ( = )-// = ) (4)

(-г>С<3<Оо) 
где 

хэ *•
•-’(=)= | -.-(Д')?хр(/7.г)(/.¥, • (։| = р (д)\Чр(’5Х)б/Л'

— .43 —֊ ч

ехр(Ь/?) • ,-'т֊ехр( (-
Л Л։//Л Е2НН

о (/ , 0' С/.7 .....  . / . --  -  . Л.՜--  ----
2/14 ' Е^Н 2 Е2НИ

Функциональное уравнение преобразуем, к следующему виду:

П( = )^( = )^ ‘ ( = ) = /( = ) ( *?<=<» (5)
Здесь

23֊'=| • Ч (1=1+«|)Ф. т<*2)
=Ч23|=| (|=Н й3)('=1-г<)

м } =։ 23'|3 { /-• (!=| О3)(1=: А,)

Л[ /у /.?,

'’■=з77^Й'
Функциокальное уравнение (•“>) можно решать, рассмагривая его 

как Краевую задач՛ Римана в теории анали 1 ически.х функций, так 
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как •?+(=) и ”“|з) представляют собой граничные значения аналити
ческих функций ' (?), - (?) («=э д7). регулярных соответственно 
при О>0 и /<().

Здесь же это уравнение решается следующим образом [I]. [41. 
Функцию II (о) прсдсгавим в виде

П(5)=1±^н- <б)
1 Ь К (3)

Ввиду того, что I !(-)-*! при э|֊*ло, получим

К‘(з) = ехрЙт(«)-1. /< (;)=ехр(-/?՜ (о)) I

In fl!’l+a‘)(l’l ■ ft <(-)-Ь ft- (<,). ft(x)=— f lnll(3)exp(-to)ds 
(р|+а։)ф1 l«։) 2-_{

Очевидно, чти К*(з) *0 при ^|—оо.

Далее, имея в виду (6) известным способом, получим 

л;(0)=(1-‘- л-(=))-?(«)֊₽(=)=? (»)-(1>К-1=»-^(=)=1е) (7)

где

■7^(3՝,= I i(A)exp(/3A)d.v, ?(A')exp(toA)c/.v
и •

ж

?(*)= ֊֊ \(1 /(-(;))7(з)ехр(-/зл-)</о 

— X

Пл (7) следует. что

/ •(Л) = /.£(Х) (-по<л<оо)

И՛« ли равенство может имен» место 'о.и.ко при [5]

А--0

Следовательно, из (7) получим

#=|»

Но гак как (т) д), А,. ( = ) •<), при |з|-*оо. то

Zf(=)«Za-(2)-0 (-оо<о<оо) (8)

Тогда из (8) будем иметь

7*(о)= ■ (9)
!+№(-)
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Выше имелось в виду, что если .4 (:)Ä (з)=С։(з), /Г (о)/У о) = 
=^С,(з). то С։(з)=С։ (■։). С..(з)== С.;(о).

Таким образом. HHiencHBfiocin тайн нивальных контактных напря 
женин т'(л') определились в замкнутом виде. Гёлерь приступим к 
определению аеимпготических формул для при 'л‘1—оо, Дли

этого, следуя .'[зйтхиллу [6}. расемстрим разложения " (:) при 
р| *0. Сначала исследуем следующий интеграл:

£"(*)== | 4(«)ехр( + Ku)du, /-(«)=■= ֊- | In ( l j-^exp(-/=z/)<b 

0 - <.

где постоянная </ может быть и комплексной Не останавливаясь на 

подробностях, отмстим, что г//.“( = ) можно привести к вл ту

rfZijo) _ i 1՛ J____ ät 1
dz "" nd J 1 • .,։ з-j Ю 2(з | /0)

Me

Ilm (з±тТ)-։*=(о Ю) ’= ' /'“'X3)- Hni (o 4 it) — z 1-/0=з
ГЧ0 S f—+0

Тогда, поскольку [7] 
Г. _ - 3 - Ю 5 4- Z0~ 2_ ։------I---------------- . л--------

Г 1 dt 2 2d_________ d_
.' 1 + Г1 з-Ь/б՜ . /з - Ю V

' d \ d )

где Ilm ln(aiг/)«ln(s±/0)=1п|з 
t .+о

то для dT±(:)lti!3 получим следующее выражение: 

з±Ю , 2i . ч-г/П
—. .----------- ’ — In ------ ,J£-(o)__ £ d к а (3±/0)՜’
(h 2d 2 (IQ)

Далее, поскольку

/ I \- i’l i'exp( — is.\)ds . .(—— ) == I— —।---------------exp( ix.v Ид-\|=| d.) .’2rJ |.s-Trf и
II —Г» 

можно привести к виду 

/ 1 1 । t di
rJ.4T7։ fTj^՜ 

° il . . 
TO
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1~ _ I- 5 4 /о . « &
/ 1 \ £ ц- .'<->) 2 ~ Т__
\|з|4֊<// 2(1 ~ т.(Р ։ /з±|О\*

\ а )

Имея в ии.1\ (10), получим

= ±70 2/. 5 /0
. I 1 ------- I — ]п-------Щ (3)_ 1 V ( 1V а*_____  77 “»

ТТ^Й* 1) , /згЮУ
\ л* /

Тогда из (12) получим

(И)

(12)

Следовательно.которые справедливы и при комллексяы.х «*.

ехр( — 7? (5)) • Д,)(1 И <■■,) ех 
(1’1 л։)(|о1 л։)

В случ.ь вето гвеиных «л будем иметь

ехр( Г: ч ^ХЩ-о.) ехр I/?-(=))- |

Отменим, что разложения /?4(^) при э| »0 легко получить, если 
использовать (12). Имея в виду вышесказанное, при |-.1 -0 получим

ехр(— А>,(<’)) = ֊1 -г у- (су -гг У֊ 4 |п(3՜՛ ^У

1_ ՝ /2? _ 2? 1пЛ| 1паа 1пл, 1пд1\л/
/•։г.> \'4 /\Ч '< а» о, / \ 2

+ 1П(։+/О))-^ ■ ,п(34/0))’-у^

4. _ 2> + !2£? - !п±» _ ''2"-' соп5|:'+0(;-Чп(= + ։0))
л4 '| «3 и» «! / г.

ехр(_^ (1))Л- /0)) I
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Consi ■ ’ O(:*li:(o— /0>>

Теперь приступим к oijpe юлению pa <.иокенш“| фуикиий «‘(a) 

при |<jj »0. Для этого представим <р’(э) в виде

ехр(—А* ($)) /(5) е х р(—i sx) r/xe х р( i ~ х) dx 
о

| — I /(.v)exp( — isx)dse\p[i~x\dx 
<> -■*

Тогда, имея в виду (И) и (13), получим

?'(з) = ?4(0) + г— 
2'j'e

23

.4
ос •jyA +

л. /
(14)

Im/j _ lib.'։ In« 
u. «,

llh/j In«,
-f

5- /О) 0(c’ln(3 /0))

Поступая аналогичным образом для ?“(?),. будем иметь

r(’)-=v (0)+-֊- Г: 1(1)-^4(П —• —J
2' d t “ уч Л2 о 4 «з
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2
1п</г 1по, _ /1п«л 1паЛХ . ~
Л, С3 \ 4 4 // - ' ■ \ 2

(15)

—X 2) I :՛.( О -/0)^ + 0| ;’!>.(=-/0))

Здесь ?(г) известная функции Псп,

Г=/;ЛР-,^, В- и՝ | ,\р

R R
/Цф-֊ Р4-(2~-

՝?+(<))=------------® (0) =----------------------ч _ ч_ * ■ Гх _ ч
Л1 К1 'г Ч

Использовав (14). (15) и (13), для ?(з) получим
- - — 2/Г? /1 1 \։-’ / Г V
?(4- ?+ж ? (з)-—(֊т֊^֊) -р- 1п(-֊ю)) г 

'А \Лг '•» / -’ \ 2 /

, ‘Я / * 1 \/гд 8 |ПЛ< I 1пЯз 1ПЯ’ 1па։\\х
+^и-"Д՛ М4-4 ))

(16)

Хс՝(,--и|п(3֊,0)՝)- Д /г- ֊֊ (24 + 'П֊‘ + -
\ 2 / А>'-г \ * VI '֊I «, а, и,

фсоп.51а’4-0(о31п|о!) при |о|—О

Подставляя разложения (13) (1(5) в 1°) и проводя обрапше пре
образование Фурье, полечим следующие асимптотические формулы:

+ 3 ■ 41) 41П' ? \ _ ,(0) I 2|1)(. (1} 1, / I . _1_ \ . 1П£։ +
Ч / I \/| Ч / «4

_ 1 
Ч Ч

4֊ 1(/։л\)-л1п(/1х). ֊0(А-;'1п։.с О при |Х| -*ои
^՝п I

1пи։ 1пяа 1пд

30



где 

х+«ф)х, л_ = ^(-л))х|

Значение функции т(л') в точке .г —0 конечно и равно 
СА> 

— к»
Отметим, что при отсутствии слоя клея тГ.с) в точке .г—0 имеет 

логарифмическую особенность [I].
Теперь рассмотрим гот частный случаи задачи, когда модуль уп

ругости основания принимается бесконечным. В этом случаи имеем

-Т/ х /Срехр(—>.,а)
(С)“՜ Л(>.։4->,)(«+ «>•։) -л։)(3-Н'1) ~

ЮР I (о-1-/)->)(ехр(й>)֊-ехр(—_ ехр(/?6)
“ £-։Л//(Ч4-л,) | Ч+0’ ~ с р։

-- ш\(։ _ г'ОРехр (—>.,6)___
//(/•! ՛ ч)(«֊-м։) £\Л#('։+'։)(5-*'2)

ЮС} Г ехр(—/зд) _ (з—//.,)' е х р( -ч-за) ~ех р( —>.аа))
£,ЛН(/.։ • Ха) I з-/л, /?, -а»

Отсюда после применения обратом, преобразования Фурье. :ю- 
лучим

11 /И| . Рехр(-Х,д) Н(Л) г И I



)ехр(>֊?')Н(л- b) | ( 1 -' \ exp( J exp(—/ ։л ) -

2f\H\

•’(-<) ֊

/։//)(н(/> ֊л-|֊Н|-л-))ехр(чл՛) [

Pexp( , ।
Л։// 2/:a/7

A՜

Постоянная и; ОПрСДСЛЯеТСЯ Hl ХСЛОВПЯ

-7((I)=P Q

равновесия накладки

li в чанном части-«м

(P±Q)։'։*

СЯуЧЗе Р.МСкТ вил

P A

“I F

а
. Q ex pi ';«/)։

Следует огмстить, что исследуемую. <адачх можно свеет и к ре
шению фредгольмовсквх интегральных уравнений второго рода, ыпус- 
кающих решение меюдом последовательных приближений. Так как 
выражение (9) содержит функции сложной структуры, этот метод 
дает возможность определить численные значения -'(х) сравнительно 
просто.

Действительно, применив к (5) обратое преобразование Фурье, 
получим

-(.ОД'}-';) Ч-(։^=/՜.(•՝) ( ооСхСос) (17)
О

где

(((,>_՛ ехр(-/м)Л 1 Г 7,(=)ехр(--<«),/=

К-(Л’= •] /"<*’ = 2?И ЙГ "
Теперь потребовав, чтобы .г изменяли՛ а интервале 0<$Т<7>и. получим 

искомое интегральное уравнение 
•с>

т(а)-Ч'? Ц) | Л7.(л:-5)֊(5>/5=’/.,(д-) (0<л'<оо) (18)

п
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После определения Дл) из (18) значения '(л) при — <х.<х<.0 
определятся из (17).

Нетрудно видеть, что достаточное условно разрешимости лиге- 
трального уравнения (18) в пространстве суммируемых функций будет 
следующим:

1Ч-’’1 (\>,(A'-s)tf-v<I (19)

о

поскольку r։w
=о

0<К>Л*)в——1----- -  f-֊4֊-(exp(-<?,x/)-exp(-<i4.v/))J/
2~(rt4_flj) J I H’

о

Тогда нетрудно увидеть, что

|Л\,(л--5-)(/л-=-4г-

0

Из (19) получим условие разрешимости (18) в виде

Таким образом, в этом случае уравнение (18) можно решить мни- 
дом поел едовател ьн ы х прибл и жений.

Далее из (4) можно получить интегральное уравнение
о

•(*Ж'Н) | /Ci(* ֊x)-(x)f/s=/<,(.v) (-^<л<0)

которое допускает решение с помощью .метода последов а юл иных 
приближений при 0<7?,..՛1 1условий 0<* / •; < 2 н (| <С'? ' • <С 2
следует, что мы фактически определяем -(д) (—©о<х<оо) при лю
бых значениях 0<л։,Здесь значение '։=(). '2=0 не входят.
поскольку при этих значениях имеем

X? |\,(/)<-/г=/2. \ К,.(/)(//--)

CONTACT PROBLEM FOR ELASTIC SEMI-PLANE AT BOUNDARY 
OE WHICH THE INFINITE STEP-HOMOGENEOUS STRINGER

IS GLUED

E. KM. GRIGORIAN

3 Взвеаия АН Армянской ССР, Механика. №4
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ԱՈ-ԱԶԴԱԿԱՆ ԿԻՍԱ2Ա1'Ո-Ո1՚ք>ՑԱՆ ԽԱՐԻՆ ԱՄՐԱՑՎԱԾ (ՍՈՍՆԱՎԱԾ) ԿՏՈՐ ԱՈ- ԿՏՈՐ ՀԱՄԱՍԵՈ- ՎԵՐԱԴԻՐՈՎ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐէ. հ». ԳՐԻԳՈՐ ՅԱՆ
U. մ փ ո փ ո ։ մ

Աշխատանքում // ի in ա ր կ ։/ ա ծ Լ առաձգական կիս ահարթ ոէթ յան համար 
խնգիր, որր իր եգրով ո։մ եղացվտծ Լ երկու կիսաանվերչ կտորներից բաղ֊ 
կայյած կա որ աո կա որ '.ամասեո անվեր 9 վերա գիր ով։ 4 իսահտրթ mfJ յունր 
գեֆորմ արվում Լ վ հրագիրին կիրառված ումի ագգեցութ յան տակ։

1/նքքաղբվում Լ, որ u/ւոնձի շերար գտնվում է մաքուր սահքի վիճակում, 
իսկ վերագիրր միառանցք (արվտծտյին վիճակում Լ: էսնգիրր Ֆուրյեի ձևա- 
վւոխությունների օգնությամբ քերվում Լ կոնտակտային շոշափ ող յարս։ մների 
արէոնսփորմ անաների նկտտմամ ր։ Իրական առանց րի վրա ֆունկցի ոնա( ան. 
հավտսարմ ան րւլծմանրւ Այղ ֆռւնկցիոնաւ հավասարման համար կառուց
ված Լ փակ լուծում, այնուհետև կէէնտակաային յարումների համար ոաացվաէ 
( ասիմ սյաոտիկ րս։նաձ!։եր։
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