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О КОЛЕБАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
ПЛАСТИНКИ

ГУКАСЯН А. Л., СЛРК'.К ЯН С. В

Исследование динамики механических систем, содержащих упру
гий элемент в виде стержней, пластин, оболочек л г. д„ является акту
альной задачей, нискольку колебание \:։ругих Элементов но время 
движения существенно влияет ча щпамику всей системы. Стремясь 
повысит։, эффективность функционирования таких систем, необходим!։ 
в системе управления учитывать и* юполнительныс усилия, которые 
обусловлены спругнмн элементами [I 8 я др.]

В работе исследуется вращательное движение упругой изотроп
ной прямоугольной пластины в вер шкальной плоскости, одна сторо
на которой жестко закреплена, а остальные свободны В рамках ли
нейной теории упругости получены уравнение ишжепия и уравнение 
упругих колебаний пластины, Исследована задача кинематического 
управления движением пластины, определены упругие колебания и 
дополнительное усилие, обусловленные упругостью пластины В коп
не работы обсуждается одна шн тановка ;ата и оптимального управ
ления движением пластины

/. Описание механической системы. Рассмотрим изотропную пря
моугольную пластинку («Х^). одна сторона которой жестко ։акреп 
лена, а другие свободны. Пластинка .кх ношпой толщины Л харак
теризуется цилиндрической жесткостью па изгиб L) и плотностью у. 
Принимается гипотеза недеформируе.мых нормалей [9] Колебатель
ное движение происходи; в вертикальной иоскости YOZ, (фиг. 1) 
в оно осуществляется вращательным моментом М(г), приложенным 
к оси ОХ. Обозначим обобщенную координату шмження системы че
рез (р, где <| угол между плоскостью (ОХ и плоскостью, проходящей 
через неподвижную прямую ОХ и являющейся касательной к срединной 
поверхности ^формируемой пласшпы i любой точке оси ОХ. Вектор 
упругих нощ-речных смешений точек средапшн! плоскости пластины в 
момент времени t обозначим через .^(L Л-։ у) Радиус-вектор точек 
пластины относи 1е.тьно точки О' обошгчим через

/?(/. х, у) = /?0(/, х, у) -L w(/, х. у) (1.1)

где /?0(/, х, у) вектор состояния недеформированной пластины от
носительно точки О'.
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Векторы А»,., к vj в инерциальной системе координат OXYZ име
ют следующие координатные представления:

/?о(Лл‘, у)= ycos? t 
I ysin-i ||

О
— ;<•(/, л*, y)sln? 

«՛(/, -V. y)cos-
(1.2)

Кинетическая вид

К =''h- I i’IЖ Л-.՜ у)1™ (1.3)

где ай—элемент срединной плоскости пластины. 
Суммарная потенциалиная энергия пластины, состоята я ИЗ ПО-

тсшшальной энергии силы тяже*гн и упругой деформации. представ
ляется следующим образом:

Н' Г'&Л I | |vsln? w(t. х, y)coSf (14)

I) 4֊ c)2w
t/у»

dxw d'-w 
dF dy’

Здесь /) ЕЙ* 12(1 -՝Л), Е -модуль упругости материала, V—коэф
фициент Пуассона.

Исследования проводятся в рамках линейной теории упругости, 
где имеют место следующие ирс (положения: упругое поперечное сме

шение пластины мало (та.хд£'(Л л՛, у) лНп(а» Ь\ —г, г<1). а цилин
дрическая жесткость на изгиб велика (Л~=. ’). Предполагается так
же, что поворот пластины вокруг оси О Л՜ конечный (у — 1), я отно
шение времени колебательного движения к максимальному периоду 
собственных упругих колебаний пластины имеет порядок Т. Т<~'- 
Из этих предположений следует, что > е и »— 
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Согласно формулам (11) (’.3) для кин-; । и ческой энергии дви
жения пластины получим:

К лг. у) | 2у«4С»(/, х. у)]г/й (1.5)

В (1.5) сохранены голько те члены, порядок которых нс зреиышает
2. Уравнения динамики. Для получения уравнения движения и 

уравнения упругих колебании лл.ч- гя’ил носниль о < мся вариационным 
принципом механики Га милычна-Остро! .'адского՛

о
р(/<-11 А)<//=0 (2.1)

»1
где б А' вариация кинетической энергии; £11 вариация потенциаль
ной энергии; )г՝у - -элементарная работа вращающегося мо
мента М(0 па виртуальных изменениях угла поворота ®; я С 
—соответственно начало и конец движения; причем £?=='>©(/, х։ у) О 
при г г/,

Подставляя значения (1.-1) и (1.5) (2.1) в вычисляя вариации
кинетической и нон пииальной энергий .• использованием принципа 
независимых вариаций, получим линейное интегро дифференциальное 
уравнение движения

,л | | у|у?4֊ад(/. л՜, уЖ->=;И(О-Г'ЯЛ I |(уСО8?~ Ш1П?)*Л2 

У и
и уравнение упругих колебаний плас"ины

Г) д*-& |
дх3д7 <у‘

д՝ш
Ь д73

с граничными условиями

^(/.,.0)=0. в0
ду Ь-о

д3& д3ю \ . | сРге ,л . д3ги
ду3 дх3 /у,а 1ду3 дх3ду ։. „

=о. ^4(2-.)^-
<Лч* ду3 дх3 дхду3 .֊

(2.2)

(2.3)

(2.4 >

Согласованные с краевыми условиями (2.4). начальные условия <а- 
дачи представим в виде

?(0)=<е°. ?(0)=у° (2.5)

ц.(0. х. у)=/՝։(х. у). к(0, х, у)-Л,(х. у)

-7- Решение краенои :<идачи (2.3) (2..~>). Решение уравнения (2.3)
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заданной правой кн ин» пре.пл,'«ним I- виде ряда по собственным 
формам олноролной красной задачи

<с(/’ Л'. У) н,,։Д/)Л',п(А')}\.(у) 
т, я—1

(3.1)

Функции Л',... (л*) и представляют собой собственные формы ко
лебаний однородных балок. Л', (л) удовлетворяет краевым условиям 
балки со свободными концами:

Л';„(0)-Л'„ДО)-0. А-;,(*)=Л'„;(*)=О

3 ^<(у) удовлетворяет краевым условиям для балки, жестко заде
ланной на конце у 0 и со свободным правым концом \<—(г.

г,.(О)=Г(п)=о. г;(и)=г;(«)-о

Эти функции полностью удовлетворяю кинема ։ичеекнм граничным ус
ловиям и частично (в очках . коорлина гимн (0, и), (Ь, а)) динами
ческим краевым условиям ii.uk՛шлы. Применение разложения (ЗА) ио 
балочным функциям при решении «а а -и колебания прямоугольной 
пластины со свободными и ֊111111м шделлппым краями является приб
лиженным Способом решения исходной краевой задачи (9, 10].

Балочные функции А.,.(х) и Л(у) имеют следующий вид:

А-„(л)=Ап 5(,„.г)- Т(,„,х)
и(ГтЬ)

(3.2)

Му)=в«|/'о.у)-И^ф..У) 
I 8{>֊па)

где • ), /'( • ), /.(•), 1’( • ) функции Крылова |9|. 
/и /, определяются из следуп-их трансцендентных уравнений: 

сйл„,/> • е<>8>.т6—1=0 (3.3)

сЬ' дй • со$)лц 1=0 (3.4)

В формулу (3.2) нрои »вольные кос юянныс 1.« к />„ определяют 
со нз условии оргогопальтх ги 'собг| пенных функнип:

ь
\Х„{х)Х,(х)<1х - ‘ 0 при

..՛ 1 а2
0 ' т

при т=к

н
1 ^.'>(у)}'л(уИу= ) 0 при и / А’ (3.5)

.՛ р- при п к

Подставляя (3 1) в уравнение՛ (2 3) и учитывая условие ортого
нальности (3.5), получим следующею бесконечную систем} диффе
ренциальных уравнений:

՛<«(*) /4гМ/)^М'| (3.6)
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где «+'՛■! К’2+2с™„ км,«’

( [х„,(л->г;(у)л„(л-) Г..(у)</-

Ф™„1/| = — г | | (у? ■ ^С08։)Л',,,(л:)>'„(у)/Лг
■* м лп • •

V
(скобки г) означают неявную зависимость функции Фотч от времени). 

Общее решение уравнения (3.0) имеет вид

/
I *•

Агпл(0=С‘мп81пЛ..,.я/- С(-'1Лсо$^,..1л1' ֊ ֊ | I■ |и1пЛлпЛ(Г (3.7)
^та • п

Постоянные С\1пл и С‘пг определяются из второго начального условии 
(2.5)

С^= 1' 1՜' V*. >')■՝..(.<) П(у)Л> (3.8)
“'«««Л .) ?

с'^^г [!>■(•»• у)Л'4л')>-„(у)Л-> 
Л1 Ч •' •• V

Л/пг.= > - 2С..л]/рЛ^,ял -частоты собственных гармони
ческих колебаний пластины; Т,. тах2“ Л„,я — максимальный период 

ш. л
собственных упругих колебаний пластины.

Следовательно, упругие колебания пластины во время движения 
определяются по закону

ды.

и((, х, у)= 
т,л • I

С‘я,«։пЛй,/+С»։сой»«։ +

<
֊' I Ф...,я|-|$։п^Л,л(Г—т)<Л 
Лглл л

о
Л'л(-г)/'.,(у) (3.9)

I . Колебательное дпи^енне пластаны < {/четом (опротивленил ере- 
Пусть во время .шиженш։ пластины на систему действует ■•ила

сопротивления среды пропорционалы!'! скорости движения

Л(/, Л-, у)=—х, у) (4 1)

Где Р—коэффициент пропорциональности, ?՛(/, с, у) скорость движе
ния точек срединной плоскости пластины.

Элементарная работа силы .опри।пиления /’ на виртуальном 
перемещении точек пластины имеет вид

.. ---- - .... ՝ 17
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cA^Fr(t, x, y)ZRT(t, x, у) (4.2)

где /?(С л\ у) определяется из (1.1). Символ 7 означает транспони
рование.

Подставляя (1.1). (I I). в (4.2) получим с точностью ю *4^1} 
ел՛, дующие выражения для элементарной работы силы сопротивле
ния:

с.4։= -р|(у»?-р уц-)<?ф (у? 

Диссипативная функция Реле» имеет вид

R = ~ (у*г3 I ®։ —2у?н՛) 

(4.3)

(4.4)

а обобщенные силы сопротпаления—

У, = -֊ = -?(у։т+№’). —?(«+У?) (4.5)
дъ ди՝

Для получения уравнения шижени/. и уравнения упру: их колс- 
балян н.Т/н 111'1.՝ к сопротивляющейся среде необходимо в (2.1) вместо 
б I подставить »лелующес выражении тля элементарных работ
всех сил ил виртуальных перемещениях:

<Д= \1б7—Хе’? • У«^? —Ху?Ф (4.6)
Нод՛ индия (4.6) и (2.1) и производя необходимые вычисления, 

получим линейное и(нсгрю-дифференциальное уравнение движения

'/// | | у [ V?Ч- U’+X У«+w) ](1Q= .VI (t) - - 

е

—goto I I (ycos? — wsijyf)(/Q

a
и уравнение упругих колебаний пластины

/с/1 а՛ , <*'к՛ <?а՛ \ <Fw , „ dw
б/s \dxi дхгдуг дуА / * dt3 dt

——y(?t-8?) ^cos®

(1.7)

(4.8)

с граничными условиями (2.4)
Краевая задача {4.8), (2 4) решается по методике, изложенной 

в п. 3.

Для коэффициентов ^я(/) получим следующее дифференциаль
ное уравнение:

о,яя(/)-+ 2^х„(/) । ^-(о=Ф;ск) (4.9)
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с печальными условиями

«».(0)=-Л- [ у)Х„(х>Гя(у)«4О
Л ./ 4.10)

«,-(0)=г4гл- I (ОО. у)Л'„(лг)Г,.(у)Л՛
«Г71П /Ч Л •' ■ ' 

и

Здесь Ф)г;я|/| имеет вид

'1’ЦП=֊ I ('|у(*+?г)+/?со։у]А-т(^)>'л(у)</« 
' т <5 I

а 2Л'„.=₽/։»>»

Решение уравнения (4.9) при заданных ’< ПРИ Аг...,п<3’"м
(при малом сопротивлении) имеет вид

бф„(/)ж=г-՝™.- »..(О)со^^}- +
ктп

։
ьЛ (4.11)

>ПП Л
О

где ^л=Л5!,-Л'!1в —круговая частота колебаний,

7'^=тах2я \ $ — ..у* максимальный период затухающего колеба- ст.л т» ,пп г }
кия.

В выражении для О..пп(/) первое слагаемое

»Х,(О-ехр(֊Л’в.о1 МР)«»^Н ։|пА .1л,
• *тя

определяет колебание пластины в сопро>ив.чяю։Ш:йся среде, а второе
г

6-(о = ^- |Ч„ГЮр(

вынужденное колебание под шйстнием силы
Из первого слагаемою cie.iyei, что при наличии силы опрогиа 

ления свободные колебания пластины со временем опухаю? 
^.;п(О-՝0 при t -оо. а решение уравнения (4.9) стремится к '</,|Г։(0-

При больших силах сопротивления, ю есть при ре
шение уравнения (4.9) имеет вил

e;.(0=vxF(-.v«.0(tVh/f^R_ е„, ■ c^sho^-^, ) f
г

+ । Ф-Г1ехр(֊Л'т,(Г 3))3hf .Vj-Г^Г
mn mn у

(.V«Ä>^e) (4.12)
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O')“e։։p(-.V„„0(CJ,„+C^0+ |
D

(AU=U) (4.13)

где CJ.lrt и C\n определяются из начальных условий (4.10).
Следовательно. колебание пластины го время движения в сопро- 

।являющейся среде имеет, соответственно, следующие виды:

а.'(Л х, у)= v (4.14)
т .к I

w*(/. х, V)= V б;л(/)Л:,։(л-)Гя(у) 4.15)
т.п—1

( Аям^^тс)

W-*(C X. у)= V ССФ^ПЛу) (4.16)
.•Я.fl— j

( Аrtuv^kmn)

где %,..(/)• {C,V) определяются из (4.11), (4.12). (4.13) со
ответственно.

5. Задача кинематического (/приел ‘ния движением упругой плас
тины Пусть задан закон изменения утла ч=<| (/) как функция вре
мен! который реализуется л системе некоторыми техническими ере I- 
. снами Таким образом, у правление задано кинематически. Требуется 
пай в движение упругой пластины и момент .4(7). обеспечивающий 
ио движение (не колебательное) тля упругой модели пластины.

Из уравнений (2.2). (17) следует, чк> управляющий момент .4(7) 
можно представить в виде суммы двух слагаемых [2]:

.Ч(/)--А^(/)ТЛ/;(/) (5.1)

А1(/) А1<>(/) ЛГ(/> (5.2)

где АГ.Я). -И'.Я) соответствуют движениям (с учетом и без учета 
силы сопротивления среды) абсолютно жесткой модели пластины и 
опре имякнея еле тсюгипм образом:

•^՝i(/) f?,/ |y։r + gycos<?|(/Q (5.3)

At!(/)-'J/ | | у[у?4֊г?у I £'cos?|</Q (5.4)

u
а Я|(/), Al (О обусловлены упругой податливостью пластины и имеют 
вид
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Д1’(()=;Л I I (yW-£W$|n3)d£> (5.5)

u

/И'(/) = рЛ I I (ую-Нфте—(5>6)
V

Из (5.3) (5.4») следит. 17՛ при • .v...ihH(j \ выШг (N I) r-pt; ։:՛••
Ложенних относительно малости ՝ липин движения упру
гой модели пластины, компоненты \и՛. н:лнющ<ч<» момент.a имеют тч> 
рядок малости f

При решении m.la’iii киш иа.и'к ■■֊• нраи.тснг тнв.тлгнием 
упругой модели пластины, ко» к» з ..։•՛ гни .; сине жесткой модели 
•£(/), управляющие моменты ЛГДг). 41.и) опре геля >гс ИСПОСреДСТ- 

ВеННО nJACTUKOBKOIÏ -(/). ?(0. ?(/) “ (5 3). (5.5). Дополнительные 
управляющие моменты Al’(f), ЛГ(Г), мрые инисят т упругих ко
лебаний пластины, определяются после решения \равнений (2.3), 
(4.8) при заданных правых частях. Из решений »тн задач следует, 
что дополнительные управляющие моменты, кот >рые необходимо 
учитывать в системе управления, имеют колебательный характер:

| I V |y&„։,(r)-gs։n?5r,,.(/)|A\.p )F,(y)t/Q (5.7)
. . т.п-1V

ЛГ( о I |v t) -гапл-лод-д 4 >i (5.8)
. . л։,с—I 9

где в (5.7) omn(t) определяется из (3.7). а 5.._,(гг в (5.8)—из (4.11). 
(4.12), (4.13), соответственно.

6. Задача динамического t/upae.icHi-s Т.•֊..՝.гтся найти про; рам 
мио-управляющий момент Л1(т)£{.11} или в форме синтеза 
М—/Ир, <?’, 9°. F։(.r, у), Æj(.v, у)|. обеспечивавшее приведение сис
темы за время Г<ос из начального состоянич:

?(0)=-г°. ?(0)=?

к-(0, л՛, у)=/ ։(х, у), w( ',л, у;=Л։(д-, V) 

и заданное конечное состояние

?(7) = -/, -г(П=0

и{Т, х, y)=F,(x, у). «•( Л л-. у)=0

с торможением движения н .от-hhw y։ij»\i х колеоании ила, iкпы в 
койне процесса движения, В конечном лопни . чтг։н». чю в и»доже 
мни равновесия пластина имеет статен кин ,р<. иб. <»> юнленныи 
Действием силы тяжести.



В связи с техническим требованием одачи управления и физики* 
механических характеристик пластины, возможно упрощение исход
ной талачл Управления. то оси. ограничиться гашением упругих коле
баний или; тины в конке процесса

Множество описывает ограни՛ емнн на управляющий мр.мент 
И(/) и характеризует технические возможности системы управления. 
\\omviii окончания процесса управления 7՜ может быть задан заранее 
или определи ней в процессе решения -плачи Подставленная задача 
имеет множество решений. ;1ля выделения единственного решения 
или. по крайней мере, сущее няшно о сужения этого множества, необ
ходимо дополниie.ii.ное Условие, например, требование оптимальности 
управления по какому-нибудь критерию [5]. В частности,

птШ ,
мечи

харакгери.зуюшсс качество \ правления.

ON \ IBRATING .MOTION ՕՒ A RECTANGULAR PLATE
A. A. GLKASIAN, S. V. SA KIS5AN

111”Լ։ԼԱՆԿՑ111’Ն 11Ա1,ի ՏԱՏԱՆՈՂԱԿԱՆ ՇԱՐԺՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա. Ա. 'Հ111՝1|ԱՍՏԱՆ. Ս. Վ. ՍԱՐԴՍ ՅԱՆ

Ա մ փ ո Ո ւ մ

1հսումն։ոււիրված է առաձդտկտՆ, իդոտրոպ ուղղանկյուն սայի պտտա
կան շարմումր ուղղածիդ հարթության մեջ, որի մի կողմր ամրակցված կ, իսկ 
մնացածներն աղատ են; Աոաձղականության դծւսյին տեսության սահման- 
ներում ստացված են ապի շարմման ե աոսւձգական տատանումների հավա- 
սսէրումներր։ Հետ աղոտված է սայի շարվմ ան կին եմ ատ ի կա կան դե կա վար
ման իւնդիրր, որսչված են ՜աոտձղսրկան տատանումներր h սայի աոսւձղակա- 
նությամր պայմանավորված յրւսցսւ ցիյ ւււմհրրւ Աշխատանքի վերջում րրն- 
նարկված / սայի ջարմման օպսէիմայ ղեկավարման խնդրի մի դրվածք։
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