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Существуют различные способы составления многослойных сред 
[1—3] и др. При решении конкретных задач в большинстве своем 
рассматривается такой пакет, чтобы ।данные направления упругое։и 
(если композит, то направления армированияI совпадали с коор ;и- 
натнымн осями. Это имеет то преимущество, что задачи решаются 
сравнительно просто. Но, наилучшее ли это расположение? Как решать 
З.а шчу в общем случае? Что понимать под наилучшим для упругой и 
вязкоупругой задач. Некоторые аспекты зтнх вопросов беде՛: обсуж­
дены в настоящей работе.

I. Пусть имеется вязкоупругий ортотропный материал (например, 
армированный композит на полимерной основе) с операторами вяз­
коупругости АИ=Л։/ Г*/ • Создается многослойная пластинка из 
2л слоев общей толщиной 2к следующим образом: А:-тыс слои в 
обоих направлениях относительно срединной плоскости имеют одина 
новую толщину //л (геометрическая симметрия) и слон повернуты дру։ 
относительно друга на некоторый угол в их плоскости. Причем рас­
сматриваются два случая:

а) А’-тые слои в обе стороны от срединной плоскости относительно 
координатных осей О.г. Оу повернуты ня один и тот же угол •*:

б) в одном направлении от срединной плоскости, если /г-тый слой 
повернут на то в другом направлении соответствующий слой по­
вернут на сд-.

В первом случае паке։ мши ос. । ой ни г. .ластинкн назовем си.м 
метрнчным. а во вторам антисимметричным

В системе координат (ху) определяющие уравнения для /г того 
слоя запишутся в виде

(1.1)

где формулы пересчета полых операторов через Л<7 выразятся сле­
ту ющим образом:

Л{*=А+£сО82?* ССО5։2?*

В-У^А—Всоз2^ц г Ссо$։2?*
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№=Вп+2Вм Й-ЗСсо5։2фл

#?,>=(_’«; ссо52«Дз1п2?։

Й;?’= в—Ссо։2®»^։1п2?»

а~֊(А„+ л.. । гл,)
«-1 (4-м. с=±(д11+л։։_2л,) 

2 4 •

£>•= |3(ЛП+А։։)-2А։|, Л։=Л„! 2Л„

Принимая гипотезу прямых нормалей для усилий 
будем иметь:

•’ ՝ =<-и-։ ^12-1 ■^л=:^и/1 ^։27ч 4*^1в*12

7... =С։21։ г-21-л • /Иу=/)։2г.։ ^Л17з՜’ ^։в7л

Лг>—(-лга՜՛՜Млгу=^։вх1 ^2а7| г £)в։*п 
в симметричном случае, и

7ж=Спз։ С1։з։ ^։в7!»’ Мг“ ■^и71Н-^иуа : ^лгп

7 ։. <.։»*։ ^«2-։ /Х-26713’ ։^1 =^։а7ч4՜^»7։ 4՜ 7\2ЛЕ32

7 г-, ~ Л։вхх 1 2е*х2’ Мгг =/'Лвхп ' ^։в*х ^։в։։ 
и ангиснммсгрнчном случае.

Приведенные жесткое;и определяются формулами

Сч = 21 б|/'(Л. Л»->). Л\/“1 да(Л;- 
*-=1 * I
9 к -

/л,= ֊1 »/!'(«֊*;,) 
О А-1

й*—Л^-1 толшнна й-того слоя. й*=й.

он до ди
Ч“՜՜’ -։—т՜ 51а — дх ду о\}

о1И) д'1 го
Х’ = “ 7՜։ ՛ '» = ~ ГТ ' Х։։ дх՝ <>у

(1.2)

и моментом.

(1.3)

(1.4)

(1.5)

деформации

(1.6)

а компоненты
до
дх

где .՛.՛. г», -компоненты перемещения соответственно по наврав 
лениям х. у и з



К системам (1.3)-( 1 О) должны быть присоединены уравнения 
устойчивости, которые в общем луча <’ад. и։՛ гь вид

. агп. дт, ут_=^ 
дх ду дх ду

(1.7) 
^к_г^_7о^_27-0 ^1=0

дх1 ' дхду ду1 тдх* ' ду' ” дхду

Как видно иг (1.3) (17). в симметричном -луча» (17) распаляется 
на отдельные системы. гак чю уранненнем усгойчиыкги янляегся 
только третье уравнение из сой сн темы. ։» го .рем- как при .пни 
симметричном случае уравнения связаны, то есть плоская «злата и 
изгиб ВОЗМуЩСННОГО СОСТОЯНИЙ ■ <ЗИМОС'ЛН 1.1НЫ

Какой из пакетов лучин՛ симмегрн нын или аипкимм» гричныйи 
Как поверну гь слои ф и бр ՛. гь толщины,
чтобы критическое усилие было наиб Силним^ В после 1. мини ՝. трех 
пунктах рассматриваются упругие задачи

2 Предположим, что начальное напряженное состояние прямо 
мольной пластинки осу щилнлие. зюшпм йрлс-.м один край 
неподвижен, на Др] МеЩСИИС. =0 При
н - С при л-д. Тогда 7?—С։1 С- ■/'. Т°==֊СП ' . 71,1 —0.

а а
Если подставить (14) и (16) ь (1.7». т< полученная система отпоен 
гельно перемещений для зрямоу: .:;.нл .ласгннкв :«>гг кает ра зче 
ления переменных при граничных условиях: и—Т,к=«г = ,Ии при 
л։=0, х=а и г =*Тху^и։ = = 0 при у-՛>, у—А. При ?т -м для критичес­
кой силы получается выражение (из--.- громе глкостн не приводится), 
которое в главном имеет характерные Черты задачи цилиндрического 
изгиба Поэтому приведем выражение кр.нлч-ск и ма.ру 1ки последней 
задачи:

Р. CjjCv, 'Ü
(2.1)

Отсюда видно. Что если ф «рмальн при я • А' • 0 г<» нпчентн кри 
тнческого усилия увеличится, тп ггть пренебрежение лиянием тлос 
кой задачи на изгиб приводит к уиеличения кр։гги й 
причем разница может быть ................те 1нсн»юп. Например, ыч ма­
териала (4 3), при п 1 второе а агм< < рл но 0.5285 при ц —30 и 
0;4423—при <г~45 хаме тленный рез ль ат io.iy»ieii и и
[4J. ио там нзаимноперпенликуляр;՛ > 1гмиропанныс и р.< ni/.тага 
юте я по координатным
и плоской задачи А' . А'։?. А\; |и»мнля1->< ч - ։ iuc։iMveipH4։iurrn и 
нерегулярности ра< положения . л«»- н

<7. В случае симметричного никем л ь кая адача и иииб par-
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налаются и в уравнении устойчивое։и перссмешения и и г ни участие- 
имеем

+
(3.1)

о.

Г)
дх*

1ЫО

НО,, Г2(/Л։+2О„) "дх‘ду ՝ ь " дх'ду'

.о*ы , Г|Л> Л
Т 4« Л 3 ’ Цз т“Г -\-Е —■ — О 

дхду* £>у дх*

Прежде чем решить уравнение (-3.il в общем случае, рассмотрим 
один частный, но важный, случаи.

Наличие коэффициентов !) п не позволяет разделения перемен­
ных уравнений (3.1) Рассмогрим такой вопрос. Нельзя ли располо­
жить слои так. чтобы коэффициенты и О2у обратились в нули? 
Среди армированных композитов есть один класс, когда Лц = Л22 (так 
будет, например, если в взаимноиерненднкулярных направлениях число 
Волокон одинаковые). Тогда, для того, чтобы Цо равнялись нулю, 
достаточно слои расположить следующим образом ( /Ло= 0, когда 
Л։։—>43 = 0, но это очень частный случай)

X М։ 0. ^-(//♦/Лл)3, аа=(Лл-։/Л*)3 (3.2)
>-։

В «-мерном пространстве решение (3.2) дае։ поверхность. Значения 
взятые на этой новсрхиоси, обеспечиваю՜! условия Ц—О
Для наглядности рассмотрим случай « = 2. Тогда уравнение (3.2) 

превращается в

$։п4?։4 (3.3)

где параметр у харамеризует отношение толщин слоев.
На плоскости (?։, кроме точек вершин квадрата тт?2хк/2, ре­

шением уравнения (3.2) будут сплошные кривые и точка (г,'4, -/4) 
(фиг. I).

Фиг. |.
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При отсутствии ЛЛв Лля шарнирно опертой пластинки минималь­
ная критическая нагрузка достигается при аЬ—т (ш=1,2,...) и она 
равна |1|

2-2Я, = ^-(ЙИ + О։) (3.4)
О

Здесь н в дальнейшем имеется в виду значение критической на 
грузки, которое имеет минимум ио а;Ь и максимум ио

Кстати, для антисимметричного вакеча слои можно расположить 
так, чтобы К/б = 0. При тех же Л*. что в предыду шем. уравнение бул՛! 
вида (3.3), нос новым у (зашрихованиые кривые фиг. ՛).

Если в выражение (3.4) подставить (1.2) (упругие часш) с учс 
том (3.3). можно показать, что ючки. отмеченные крестиками па 
фиг. 1, являются стационарными точками. Причем:

а) если Л П>Л3, то (3.4) достигает посол ют к.: о максимума в точке 
(п/4, */4), а на вершинах квадрата достигаеч минимума.

б) если же Ап<Аа, то в точках (~/4, “/4) /<? достигает мини­
мума.

В дальнейшем покажем :пи ж бу и иметь место в ;; общем 
случае.

Итак, наибольшая а наименьшая критд.кш нанизки в случат 
а) определяются формулами

8-’Л։ 1п’Л3рг'“^4-л՛֊- рг՛- ■■՝>> <3-5>
В случае б) бу де։ иаоборо։.

Таким образом, максима и.ная .1 минимальная крити н екие на­
грузки получаются ьтя о.днослоя, то сен, если слои ш поверну । ы от­
носительно друг друга и ;< зависимости от упругих постоянных глав 
ные направления упругости (направление армирования) или совпа 
дают с координатными осями, или »оставляет 45

Когда же /1||^А22. то целый расположить слон так. чтобы одно­
временно £>„ и £>26 обратились в пули кроме случая почки вершин 
квадрата фиг. I). когда главные направления упру։ ими совпадаю т 
координатными линиями. Однако и здесь можно выбором толщин 
слоев добиться наибольшей критической нагрузки среди этих четырех 
возможных случаев (п=2). Если значение минимальной критической 
нагрузки при ?1=?։=0 (или п 2) есть

4 7* / _____ л ՝ ՛ д
Яр- —֊(> А1։А„ -Ма) при - - т1/ 2А1_

Зо։ Ь ,423
(3.6)

то для 0 и ?։=п'2 максимальное значение минимальной крити­
ческой нагрузки получается при А։///2=1.т 2 и оно равно

п 4т:’А} 1 . . а ’•՛ Г)
о (Л,։' ',з։) г А> ,;։,и ֊ '■՛■ I \'!

оО 2 о />։2
(3.7)
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I Теперь юрейдем к рассмотрению общего случая, когда /Лб-^О. 
В [5] такая задача решена па основе метода малого параметра, н 
качестве которою берется . Здесь выбран отличный 01
[5] пун. В случае, когда все । троны пластинки оперты (т2=М>-=0 
при №■(), л'=«, и֊ М,=0 при у==0, у—Ь), то неизвестные функции 
можно брать в виде рядов

7£>=У Й^л51па.г.хя1п39у. Л1։=1 ,
/И,Я гп.о ('».11

• « V՝ 1 -о Q Л ”•՛»1 V .. с|я5111-X>пЛ 51П['дУ։ }-о\ — • ?п — ~՜՜
т п (2 Ь

которые удовлетворяют граничным условиям. Подставляя (4.1) в (1.3). 
(16) и в третье урвненис (1.7), при этом прсдс нпгляя

и. V =*1 т/телСО$7Я5.ССО$^у 
да,Я 

и учитывая
СОМдаЛСО$£>лу=^ ? $1П*рЛ*$П1?4У

1’ '1

4 ( | уг։-п-Ч>- Чишрц
'■г"'м~ аЬ ' 'Пгр՝ П+Ч

в окончательном виде для а„.. получим систему

/’•՛? (4.2)
где

2ЗД^ф/Л։₽< Рз;

етир՛, 2|/Г\л(7;,.1 ■* ’р1
Кри: пческая нагрузка определяется как наименьшее собственное 

значение матрицы системы (4.2).
В качестве примера взята квадратная пластинка (и=Ь) с тол­

щинами слое» А5= 2Л։=Л; материал пластинки есть боропластик [б] 
с объг'.мной долей наполнителя 0.5:

/д- 201 ГПа. б=5.4ГПа (4.3)

А'а-=21,7ГГ1з, |Н։=0,018, р,։»0,17

В «аблиш? « приведены значения критических нагрузок

К- = ! в ГПа, вычисленные во .втором приближении. Таблица

симметрична относительно <5,-= ^=45°. потому для 5Х>45°значения А;«Р 
не приводятся

Таблица I

֊-----а.1 0 30» 45й

0 2015 3008 3350
30" 2155 3149 3490
45’ 2203 3199 3527
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и габ.1 2 приведены /<1։ для однослойной пластинки, вычислен­
ные в грех приближениях

Таблица 2

г 0 30" 45°

I 251.9 127.5 446
И 25 1,9 423.3 441.3
1(1 251.9 122. я 440.7

Из табл- 2 видно, как быстро сч<։ди:ся .пронес-. определения крити­
ческой нагрузки.

Анализ полученных формул и приведенных таблиц показывает:
аI Как и в и. ‘2. ортотропное речи пгс» (формальное прлранненнс 

/9։։=/Т։б-= 0) приводи։ к повышению тачсния критических нагрузок 
Однако <дее։. разница 1д чакая больша՛.!, как в и. 2.

б) Подобно п 3. если .4 ц • Е->2.1... .максимальное значение кри­
тической нагрузки получится при одн-длос (Усе слои поверн}1.ы на 
45') -

Таким обра зом если материал нно-й. что .4 ।4֊ ■422.>2.43. тл паи 
большая критическая нагрузку :ш <| к--лу чается, если повернуть глав­
ные направления упругости ио отношению координатных линий на 
45*. Тогда «ортотропное решение дат- формулу

4“’Л։ М1։4 -А։2) (4.4)
Зег

На самом же дело, истинное решена, меньше (4 4). Поэтому, если 
разговор идет об армировании в взаимноиерпепликулярных направле­
ниях, то лучше, чтобы 1ц —.4.2. Тогда ՛'»ртотропное решение» 6\ цч и 
истинным решением при ч —15 и кри.мчеекая нагрузка получится 
1анбольшем (3.5) среди во..мо>кных(.4п - Аи=соп$1).

Но здесь необходим ՛ - едать одно шмечаиис. До сих пор раз 
говор шел о минимальной по а Ь критической нагрузке и максималь 
ной по «=д. Естественно, что для других ч'Ь эти выводы .могу։ быть 
не совеем верными Например, для малых а.Ь, когда потеря устой 
чивости происходит в вин? ьи.тиндрического изгиба, максимальная 
критическая нагрузка колу чается для при котором наибольшее 
Ац (для материала (4.3) ц 01 Отиако можно утверждать, что прак­
тически уже при а : вывод относит» льно формул (35) и (4.4) вер 
ный.

То что наибольшая критическая ншрузка получается при угле 
поворота на 45', можно показать и иначе. Представим, что слои на­
столько тонкие, что можно принять неоднородность по толщине не- 
прерывной. Тогда в выражении кри инсской нагрузки

2г’-------/%=5֊։-(Ю„О«+/Х) (4.5)

где в выражениях коэффициента />. . к прыг определяются по (1.5).
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а /Л; по (1-2). можно перейти к пределу I. вопрос определения наилуч- 
шего расположения слоев сведется определению такой функции /(г), 
которая сообщает максимум функционалу

л h

5(/)=՛ | )՝(Л+С/«)гМг
li

1՛ ДЛ’йгП ’ + |'(D-3C/>)P</c «6)
(1 ft

2

Можно показать, что в (4.6) максимум достигается при /=(), то есть 
при ф*=<р=45м, если А1+Аг>2Л։.

5. Как известно, для изотропных вязкоупругих материалов сущест­
вует понятие кршической нагрузки мгновенной и длительной. По ана­
логии с изотропными материалами для анизотропных материалов так­
же вводится понятие этих двух нагрузок [7]. Если мгновенная крити­
ческая нагрузка для тртогропного материала определяется формулой 
(4.5), то 1.14 длительной кри:и'-еской нагрузки в (4.5) нужно заменить 

Оо- на />;?, где ■ 1(Г-»оо). Однако, следует отмстить, что
для анизотропных. в час։пости, тля оркоронных пластин помимо этих 
нагрузок есть спи третья критическая нагрузка. Если пластинка сжа­
та в своей плоскости (плоская задача невод му шейное движение) че­
рез «бесконечное» долгое время, не все вязкоупругие опора торы про* 
вра:ятся з константы В частности, для ортотропного материала будут 
константами ■4|'|՛, /VI, и /V}: . Теперь, если такой пластинке сообщить 
возмущение и рассмотрен, устойчивость, и. в новой временной шкале 
будет с;. н< ՝ н<оват|, мгновенная кри гиш ст-.ая нагрузка, которая опреде­
лится формулой

: (5.1 >

• а к как оператор Д при невозмущеннтм состоянии нс «работал»;
Втрое обстоя 1г.льсгуо, на которое следует обратны, внимание, 

следующее Вопрос о нанлучшем расположении слоев пластинки, ко­
торый обсуждался ь трелыдутих пунктах для упругой пластинки, ими- 
■ •I смысл, конечно, и для ня<ко՝. npyi .li’՛ пластинки Но надо заме­
тить. что. го что лучше для упругой стадии работы пластинки, мо- 
же։ бгт! вовсе не лучшим тля вязкоепругой. Покажем это на част- 
ной модели вязкоупругости Некоторые композиты в направлениях 
армирования пот и нс проявляют свойства ползучее։ и. а по отно­
шению касательных напряжений проявляют. Закон напряженияде- 
формация для ։акнх материалов записывается следующим образом:

\=Лн*л + ЛА.« ’-^(.',4 Л22«л (5-2)

Значение м՝. иовениых критических ншрузок для такой пластинки 
< 1ц —-V--I при углах попорота направлений армирования соответствен 
но на 45 и (Г 1риьс ivni.i в (35). Причем, интересно, что для угла 
<1—45 ..ли.елы1.ая натру.жа газам же, чти и мгновенная.
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Для материала же .Ь> 1։ь если ыя мгновением! устойчивости 
лучше (|=0с. то для дли гель ной можеч »лаза.ься, ։то ч=45. Па 
пример, для перекрестно-армированного стеклопластика с данными 
[б].

£,«-£։-=|7ГГ1а, 0'= 12,511‘а. р-։а=0 (5.3)

если принять, что :лительный модуль сдвига б.՜/ "=^=0.56. то получается

68-*Л3
/^Г=/^=֊֊ ’’На при ?-45*

(5.4)

Р”'֊- —-ГПа, Р^=°—’ П)а при ? - О’
-р и- /,а '

Эго явление гем более можс! иметь место и и общем случае вяз­
ко՝ пру гости.
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