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К ЗАДАЧЕ МАГНИТОУПРМ ОЙ V( ГО» I1 Л1ВОСТИ ПЛАСТИНКИ 
ПОЛОСЫ С :-)Л! КТРИ'Ил КИМ ГОКОМ

КАЗАРЯН К Б

УСТОЙЧИВОСТЬ юкопег՝ 1ПВ\ U.KH UIII ш .it՛.вишни в "ia< iuocih, и p.i 
ботах [I, 2]. где за основу были взяты •ешснкя связанных ՛■равнений 
M.il'IIHTOVfipV! ОС HI ДЛЯ пластин 6' - чОН» .H J.X pa.fM- poB В ИГН PJHHlvfl 
работе исследована ичойчиыл'ь »коне щен ь m-чнон пластинки-и»»- 
лесы. вдоль бесконечного размера к<п р и г ч» . кж ll i.iyieiio ։:«м 
кнутое иитегро-дифференцналыкк- равнение усгоичнности относи ic.'ii» 
НО нормального прогиба плытннкн Для шарнирно опертой пластинки 
найдены значения критический п.Т'.ппис!ч тика Проведено сравнение 
с результатами работ [I. 2] Лана »uviir.a и։.гр-и пост л модели ила • 
гинки бесконечных размеров

§ /. Отнесем пласгинку-полосх к текарговой системе („г, у, г) 
так, что срединная плоскость полосы совпала с плоскостью (.с, у) 
По пластинке-полосе толщины 2d. и ширины 2а течет вдоль направ
ления Ох равномерно распределенный по толщине электрический 
гок плотностью /0. В рассматриваемой системе котрдинат пластинка* 
полоса занимает область D1՛ : у а, |с ,_dn.

Собственное магнитное поле пластинки Н опре теляется из ре
шения краевой задачи магнит стати։ и

rotWj> —— J9-, div/7^ = 0; (л. у. z)(D" (I.I)
Г

rot /7^'=0; div/7Ä'>=0; (x. у.

Г/^==Н^ на границе области —

В (1.1) индексы (г), (с) указывают на принадлежность к внутренней 
области, занимаемой пластинк >й и к внешней области, отождествляе
мой г вакуумом (О(и: 'х|<?*. |y|>ö; |с >JJ.

Из симметрии задачи следует, что

Но.-О, He=tf0(y, г)

Решение (1.1) известно на Основе методов >ранн*ннн млicm.ii и- 
ческо։։ фи шки. Это решение мы приведем ич.п.»։. ни. »u годом, p.i.imi 
тон» в работе [3]. нснолыованне к ՛ ор г»> б\ ич \ у)бны.м и при он 
рсдслепин и 1.1.1։ш1ншсм ։»«• ։м\ 1нсн11"Г1 м.п ни тио։ п поля гсформиро 
ванной пластинки.
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Введем в рассмотрение комплексную функцию /70=Л/о, : /7/Оу от 
переменной г։=у 1х.

Уравнения Максвелла во внешней области для функции /7оИ 
оказываются условиями Коши Римана, откуда следует регулярность 
функции //и’ в области /.)<'>

В области /> •'> введем в рассмотрение комплексную функцию 

х — УЛ которая также в силу уравнений Максвелла ян- 
с

ляггся регулярной в области Г)(,'> (?)• есть комплексно сопряженное 
число с •<).

Из интегральной формулы Ко пи применительно к функции Л(г,) 
имеем

2’1 V 7, <Ч \ Т^Г)^

Л(О= (
-֊ 9—*

С (1.2)
2п! =֊*1 0.

(1.3)

Из условия непрерывности векторов ня контуре имеем

2 “ "‘л .•-в :•
С

(1.4)

С учетом (11) имеем олонча।՛ льне следующую формулу, опреде
ляющую магнитшл поле но всем пространстве:

7.1

7«

2^Т1. 
с 

Нр (1.5)

Произведя а (1.5) интегрирование по контуру прямоугольника 
у(| а, а|, 70| для компонент векторов магнитного поля
// , /7а.. получим следующие общие формулы, как в области />°. 
так и в области Г№:

Нй>= 2/° ՝ (<70 — г)( агар А—+агс18 -—- 
с I \ 1/0- г (!(,- г/

-(</оЬ 2) 4-агс1й ֊֊М~ (1.6)
\ <4 I 2 <*о+2 /

а- у |(ц—у)2- (4. г)’ «4֊У 1г I (« 4-у)։ 4-(б/0+2)։ 11
2 1(^-у)54֊(^֊՝)г 2 1(«Ну)։4-(^֊2)и<

/Уол= — |(л - с) (агс1р ֊— 4֊ а<с1й ֊ 
с I \ г/4-У «4-У /

(</ V >( Л1 <4'4 " Т л։с1й <֊2—֊ ) Ь
' \ а—у а — у/

(1.7)
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4- |Л IОН-У)3- (^4г)а I ^֊г |п (а у)2 ! Иа-г )*_ |
2 1(<г—у)’ : (<Н-г)’ ] 2 (.? -у)8 (</0 ՝)■

В начальном невозмущенном состоянии 1ыан мл •действие ->лск։рн- 
веского тока с собственным ма шнным нолем приводи! к появлению 
поНдеромоторнон силы Ампера

(Л== —|/о х А/о|

(<• электродинамическая постоянная).

Пол действием этой силы ։։ г ист। кие \с: апавликается лЗобщсн- 
нос плоско-напряженное состояние, характеризуемое усилием

ч»

Тоу= I <зоу(/г

(во,—упругое напряжение).
Усилие 7'оу опре 1елим из следующей краевой одномерной зада

чи:
ч, 

(112^==к 7'0.('«)=П
с 

— </»

(1.8)

•!л
Отмстим, что 7՝о..= /г։ | Ноу(1г 0.

с
-41,,

Решение задачи (1.8) имеет вид

2/о1 а^~У . а
Гоу—-у-|2</о (а4-у)։агсс12-^--Ь(л-у)։агсс18 ֊

Функция 7‘<н(у) и интервале ( л, и) является четной, при 
является неположительной: монотонно возрастающей п интервал • 
(О, а). Анализ функции 70,(у) позволяет ел? лап. вмво чг՛՝ вслрд- 
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Стине взаимодействия электрического тока с собственным магнитным 
полем в юнкиЛ пластинке возникает сжимающее < (.ременное по ши
рине усилие.

'Для гонкой пластинки при I аппроксимации функции

7*0. (у՝ имеет пит

ВтуоД I / v \ / V \ / V \ / V \Г,------------12|„, (։ , _) |п (, + -(!--) _)

(1.9)

2. PaccMoipJiM теперь вопрос опре шлепни возмущений магшп- 
о ::>ля обусловленных деформацией иплосы. В [I. 2] на основе 

T՛:-!«։ .и. решения уравнений эле:-: »родила мини для медленно движу 
ШГЮТ сред да примере беслонечшш пластинки показано; ЧТО при оп- 
pe ie.ivгр.в малых возмущений магии ы.яр ноля достаточно ограничить-

। pi (реин. м следующей краев >й и» швей элек»р .■»-мании о: гь гики:
' р н И-.'НИЯ ՝i;jrijiiioci/.i г.кп в o'>.4.-ivi:i Z?ûl

rot//(l — ' е' ՛» divA(,)—О, rnt£<n=O; div<?(,)—О (2-1)
с

уравнения .магии!остатки в области //՛՝

roi/?1» 0. <îiv//'"»֊О. rut?4'՜»— \ div ?•••’=() (2.2)

граничные \ СЛОВИ): .13 .сформированном контуре

'/) = 0; uw)=/7l'>(r0֊|-tt) (2.3)

г •• А. <• ■ сть в ктора малых возмущений магнитного и электрическо
го полей соответственно; H ~Нп • ft, / =ц г-зг; //—вектор внешней 
и । »мани к леформирозтнной поверхности полосы. г0—вектор точек 

не i■-•(формированной поверхности, и вектор упругих перемещений; 
- коэффициент злектропр годности материала оболочки. Отметим, 
чт՜՝ д<тна.1 имстановха задачи определения возмущений электромаг
нитного поли использовалась в 11], где исследовалась устойчивость 
упругого токонесущего стержня, а также в {5, 6] при рассмотрения 
у с го. : ՛ । п вое п । то ко । ։ е су । не Г։ t ։ и л и н д ри ч ес кой оболочки.

. ’г I» ;.ч iivinr,1 Щ..ЩЧИ (2.9) {■?-!!) ограничимся случаем л.зу мер
ных :.оз.мущсипя. когда пес искомые функции нс зависят о։ копр тина 
гы л (цнлк.’прнческнс возмушепи 1).

Л в ди.֊ мерных возмущений из иммсгрии задачи следует, что 

■<,- t' ^-i՛: 0. Более того, из уравнения Максвелла для вектора в. 
следует также, что и с։=0.

Для оярс з-ленпя компонент вектора магнитного поля Avt h. ис- 
:ю л.зсем .метод комплексного представления двумерного магнитного 
поля |3|.

Введем комплексную функцию h-=h։\ih^ От переменной •/<= 
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=у-: /г. Функция /г в силу уравнений Максвелла (2.1) и (2.2) яв
ляется регулярной, как в области О^, так и в области /У1'1.

Проведем линеаризацию второго граничного условия (2.3) при 
малых упругих перемещениях. Представляя вектор /7 в виде /70-Л 
и разлагая функцию 7/о(го+м) в ряд Тейлора ия малых упругих 

возмущений и, сохраняя только линейные члены разложения с уче
том условия непрерывности векторов ^о’,(го) получим сле

дующие граничные условия на пелеформирусмом конгу ре/5՛

лу)֊л<5>=֊[(«^)/^֊ («гадь л“> -М;>= -|("Г)//«֊ («?)№ 1 
или

й{'»֊>) = (2.4)

Л . — д д
где V есть набла—функция, «? = «.•- 4֊ и. • 

дг ду
Па основе интегральной формулы Коши имеем

1 1՛ ^(;)= | Л<0; ՝'£&։>
2~Л ; $—7; ‘ ‘ I 0; г.С/ М 

Л

-4֊ (2.5)
^гл У I Л<'։(тф •/;£/;(•> '

Используя (2.4). имеем окончательп । следу тощую формулу и ь;։ г.- 
интеграла типа Коши, определяющее твумерное возмущенное .магии т- 
ное поле

։ 1’ (« • vWVO • rWG) । '.€/>< ՝
2՜/ J Йг — (й^(^); •<(•/;՛<>

Формула (2.6) справедлива при i՝.i|ic:;e.:eui։H шу.мерною с-озм;. 
щенного магнитного поля тля лобог.< бесконечною упру ОГО И.'ИП 
дрического односвязного (сплошного) проводника с током

Для тонкой упругой пластинки, принимая с праве дли вот. ;ипо 
тезы Кирхгофа n,=w(y) и пренебрегая ^формацией торцов плас
тинки Wy — 0 при у=4֊ц, на контуре интегрирования имеем следую
щие выражения относительно числителя подынтегрального выражения:

Л<<)-.Л7и= Л(П֊л<г)=О; у=-ц (2.7)
с

При выводе формул (2.7) были использованы следу к поп՜՛ значения 
скачков производных от функций /Уоу, /А... ил граничном контуре, по
лученных на основе (1.6), (1.7):
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àHft 4z/fl 

о : с
z-՝ rdü

n

После ан.егрнроваьпн (2.6) с учетом (2.7) имеем следующие вира 
женин для функций А в области, занимаемой пластинкой:

Л<'>г= 2£о 
с

и
I I --------- !------------------------------------ !-------------- ! <£• ( т. ) ( 7. - у ) d

И ( •' I -՝)’ (*-?)’-(rfo г)’ !
«

2/о _____ <■-> 
(*• уР ■ (4,-г)8

d9+z_______
(а .y)Jx((/-|:)’

<$ и. Уравнение \ч-. .»i * и:г с ; n n.iaci и и:.и-полосы с учетом начал։.- 
и hi с нимающею усилия и возмущенных электромагнитных нагрузок 

рамках ии.’огезы Кирхгофа имеет вил [7]

°7Г (3.0
7у1 </у ՝ ду / .1 \ dy /

В (3.1) I) есть жесткость на изгиб, I) 2f:dfy( I— ■՛*), lz модуль упру
гости. ֊ i.cr-j: (|лнг.1еН1 Ilya- ня. Вектор прндеромоторной возмущен

ной силы Q спя ан с в ■змущениями магнитного поля следующим 
образом;

Q= ֊(7»хй)| <?.,=0; Qv = -^-A<'>; (3.2)
<.* с с

|1«>дсгавляя (3.2) в (3 1), после ;пи< • рироваиия ио толщине плас
тинки 1.чя правой частя уравнения (3.1) имеем

-֊(/ЛС(7 -у) W(7.)d>

2^

(7֊y)’-4d’

(3.3)

। де о(т) .••cri. функция Дирака.
Таким образом, нами получено искомое уравнение устойчивости 

ii.-.aciинки полосы । током, представляющее собой ингегро-дифферен- 
циалыюе уравнение относительно нормально։о прогиба U՛ средин 
iioii l'.iocKocia вллггнпк։: Уравнение (3.J) можно рассматривать так- 
.К? и lia бесконечно!։ пластинки при «=>оо. Представляя прогиб 
г.՛՛ в чпде к՛ - <г՛, s?H «■v (или w-=K'ftcos А’у) получим следующее ур.эв- 
некие (при эт ՝м 7՝ч принимаете»։ равным нулю, так как для беско
нечной пластинки //oz 0): 
14



, й'т 8Д 1՛ / 4<Л \ 2(1;,.1 111 (։ г 15՜) - ?7%; 

и

Откуда после интегрирования при Л(/с 1 имеем уравнение

() (34) 
г/У (■

совпадающее с известным уравнением, и«*.г.ценным в [2]. па ■ н-» • 
решения задачи бегконечной плат։пики.

После нведеаия безразмерных параметрон

у—у.՛'«; да >да/а; /'/0=и1„><г, $ >.;а

искомое уравнение устойчивости запишется следующих։ образом.-

В (3.5) приняты следующие обочначегин:

6/;;<т4(! —՝*2)
Т0 = 21п2 - (Ну) • 1п(1 I у) - (1 -у)1п( 1-у); ՛

* 1։с

Не умаляя общности <адзчи. реш.-пщ призетем |.тя случая шар- 
нирно-оиертой плас гинки

^■да
да = 0: — — о у=±1 (З.ь)

т/у*

Так как ядро интегрального члена уравнение (3.4) является сим
метричным, то вследствие теоремы Фуби։п1 [8] и сам^ ֊о. 1ря.< . пн՛.՛ ՛ 
вида дифференциального оператора уравнения 13-1) [9] краиззя за
дача (3.4). (3.5) является самосопря-кснпоя.

Для решения искомой задачи испа.чззуем метод Галсркина пг՛] 
Представим решение в виде

от) 
т -1 2

Подставляя (3.7) и (3.5) и проводя .бычиый процесс оргогош>.’нча 
ции метола Галсркина. получим бСскдпе .ную спстемх о.шор;|тых ал 
гебраичсских ураш.ений, определи!ель кугорой является нормя.ниым 
[II].
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I '(■ KU_y>„n^l±j!L„„ ~',L1_+S> dyjs_ 

— J
I

՝ , - 2 C r “'«(1 +У) ~m(1 4-y) .
- + fJaT.-rn/l /Ocos —֊ —— cos --------—— dy

J '2 2
0

bfr.r,--символ Кронекера.
Ограничивать вторым приближением уравнения (3.8), из условия 

равенства нулю его определи геля получим численные значения кри
тической плотпости -мек грн ческою ток.*, н зависимости от параметра 

Сравнение численных результант рассматриваемой конечной 
полосы с резулюатами, полученными в [1, 2]. на основе решения 
пе.конечной пласт»]!кп (уравнение (3.4), показывает, что для плас- 
гинки-полосы с параметрами до Л —1/10 в отношении критической 
плотно ги тока имеется расхождение порядка до 9%. Для более тон
ких пластин j'Hj расхождение ci.jhobhtch не существенным. С умень
шением <1тносн1ель'кл1 толщины разница зти.х результатов стреми։ся 
к нулю, что югinraeicH практически при толщине 1/60.

В заключение приведем один численный пример; иллюстрирую- 
шин количественную сторону вопроса рассматриваемой задачи устой
чивости. Для пластинки-полосы, изготовленной из алюминия с пара
мерами толщины 0.2 см. ширины 20 см критическая плотность равна 
/О = 3,53 к А .'см2.

Автор -выражает благодарность участникам семинара «Волновые 
процессы» Института механики АН Арм ССР за ценные советы при 
обсуждении работы.

TO THE PROBLEM OF .MAGNETO-ELASTIC STABILITY OF 
PLATE-STRIP WITH ELECTRICAL CURRENT

K. B. KAZARIAN

1;1,եԿՏՐՍ.ԿՍ.Ն JI ՍԱՆՐՈՎ ՍԱԼ-ՇԵՐՏԻ 1ՈԼԴՆԻՍԱԱՌԱՍԴԱԿԱՆ 
ԿԱՅՈԻՆՈԻՒՅԱՆ ԽՆԴՐԻ ՍԱՍԻՆ

Կ. П. ՂԱԱԱՐ^ԱՆ

II. մ փ ո փ и լ մ

ք/ւ и nt ü'tnu и ի ք)վ ut à Լ հ ո սանր ա սոս ր սէպ-շերտի /у rzzy/и Ь/п//у/n b/r, երր հաշ
վի Լ արէնվաւ) и կ էք բնական կքհկտրամ աէքնիսական (արվ ած ւս յին վիձակր և 
էոսյի միջին մ ակԼ/ilt >ււ /(} ի 1յ1>!իււրմ աչյիա Աէվ սրս յմ տնավորված զրէքոված Լ- 
! h կ tuր<։:մաււնիսակւսն քէեոի ши կա ւս։() /ունր: 1սնր[ի(1[> րերվսւծ է սայի նււրմաք 
ù If tilin') րի նկւոամ uni ր ին ա l-t[/i ւս г/ի!ի Լ ft Լնքք ի tu j հ ավա и ni րմ սւն (ւււձմանրւ
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