
:O4U4II.1. lulL ‘M-SllbP-P.llbbi.blU« иЦЦ'ПНГЬЦЗЬ Sb'l.l.i|ll.’ll4‘ 
IIiBI СТПЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН« КОЙ

43. ,yv3, l“՛ и v„. а и

УДК 539.3 .

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ 
ПРЯМОУГОЛЬНИКА С ВЕРТИКАЛЬНЫМИ РАЗРЕЗАМИ, 

ВЫХОДЯЩИМИ НА (РАШИДУ
IАЛФАЯН П о |Ц:?»1 псин Г I

Плоские контактные задачи для прямоугольника ра< ՛ м;н н 
работах [1—5]. В работе |5j приведена плоекля котикi и.тл i.oia 
геории ynpyrocill ДЛЯ прямо} I ИЛЬИНЕ.I I вну IpVHHIlM ртик.: holl.lM 
разрезом.

В пас и>ящеп егтт.е раесмз i рипа ?т. >• плоска*. контактная ;.чда 
ча теории упругости тля прямоугольника г nepi икальпымя ра цк* .амн 
выходящими на горизонтальную границу jpxxioxi .льпика, к . ы ti:i 
част горизонтальной сгороьы прямо], t •».и.ника ( р ,
ны симметрично расположенные Жесткие i.ib.ikii? штампы гл։., что ли 
пин разреза находится код ш гимнами. а на остальной lacin icx ж ՛ 
сторон (—/-. а. а^хс.1) задана виси имя нагрузка. На верти­
кальных кромках прямоугольника .v= i I имеем Kara к-льны с напря­
жения и нормальные перемещения. На части оси х=.(j -As?y«c b> 
b^y-t.h) заданы нормальные и касательные напряжения, я на осталь­
ной части тех же сторон (—b^y^b) —условия симметрии.

Поставленная задача, как известно сводится к о:.,-.՛.։*, лени о ihi 
гармонической функции для прямоугольника колграя уловлстгорлст 
граничным условиям, заданным на кромках прямоугольника и г раз 
резе, а также условиям симметрии вне разреза. Задача решается ме 
годом Фурье. Бигармоническая функция представлена и виде гуммы 
двух рядов Фурье Используя обычные формуль։ для нлпряжсшы и 
перемещений, выраженные через бигарм<п.нческун> функцию и уд՛, з- 
летворяя граничным условиям, условиям симметрии и полнот> :: ч- 
такта. для определения неизвестных кодффициенюв получался <нс- 
тема парных рядов уравнений с ядром .՛ виде тригонометрических фун 
кинй. Эта система затем сводится к р. чн иию регулярных беско.ч • шых 
систем линейных алгебраических уравнений Получены формулы для 
определения нормальных напряжений лид штампом п вне разреза i 
выделенной особенностью и для псременк-ннй вне штампа и в разрезе 
Приводится численный пример.

/. Рассмотрим плоскую задачу -eop in упрут icin для прямоу.оль 
ника (фиг. 1) при симметричных граничных условиях, когда на части 
продольных сторон прямоугольника (֊ — с. заданы
внешние нагрузки, а на остальной части тех же сторон (г«՛ ест кол
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штампом)—нормальные перемещения и касательные напряжения. На 
сторонах же л== i / заданы касательные напряжения и нормальные 
перемещения. На линии разреза ( -/!<)՛<-/>, b-^y^h) заданы 
нормальные и касательные напряжения, а вне разреза условия сим­
метрии. В частном случае, когда на поперечных сторонах ка­
сательные напряжения и нормальные перемещения равны нулю, име­
ем периодическую контактную задачу для полосы с вертикальными 
разрезами, выходящими на границу полосы.

РеШеНП? р b ••M.JTpri'-'V .1ОП {.1.13'111 ищем прч помощи функции на- 
КрЯЖ. 1:11.1 »ри, Которая Г. СЛ_\ ЧПг OTCV Т.'ТИИЯ массовых сил \ товл< гво- 
ряет бигармон и'Некому \равнению внутри прямоугольника 
— / х I.

На основании симметрии контурных условий относительно осей 
симметрии рассматриваемого прямоугольника функцию «I»(х. у) доста- 

ОЧШ> олредг ЛИТЬ ТОЛЬКО 1ЛЯ ПерВрЙ Ч1‘ТВСрТП ПрЯМОуГОЛЬИНКЭ.
Граничные условия и условия симметрии поставленной Задачи 

и.меloi вид:

Бигармоническую функцию Ф(х, у) ищем * виде

to.(A-, О)=о, г'(л-.0)=<) (0<л</) (1.1)

tn.(0. у)=0, м(0. У) = О (0<у<6) (1.2)

\(0. у)=Л(у). \у(0. У)в0 (Ку<^) (1.3)

й)=0 (0<х</) (1.4)

v(x, //)=/։(х) (0<л-О) (1.5)
(1.6^Л)=/э(^) (Û<X</)

т.у(/, у)=0 (0<у<Л) (1.7

«(Л y)=/Jy) (0<у<Л) (1.8)

Ф(Л', у)- ~(.Алл Пу՝) ■ У (Д*сЬа>у + /ЛчУ5Ь’*У)со11*А'-Г 
w 4—1

+ У [С*с113д,у - D*sh^x-î-^A(Æ\ch3ftAr-|-/-*shS*A‘)]cos3o’ (Ь9)

(0<л-</. 0<у<Л)
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Удовлетворяя условиям (1.1)—(1.8) и яс ользуя формулу обра­
щения Фурье для определения коэффициентов А*. С*. /Л. и
Л*. получим следующие соотношения:

(0<'<Л)

А * = —( 1 7 :.ксл и 1^/1) /?л.; /:А : ֊/Л (’.И)

С*=- («ИМ )■ ՛֊ )/Л 1 4 Зд./<1|՝.^/
(1.12)

$1։Ы

-/* ь1։рА/
Чр =

>1
2 /
- |/4(У)СО53*УгЛ'

0

(1.13)

Г։ А-

(1.1-1)

V А'.зЫ/ 0 (Л<7<*)
Л-1

V -^.— /(г)
* 1 Я

(0<г<г,)

(I 15)

V К*$1п&е=0
Л- I

(*>«*)

где
I — I

* ' Р^,~^Р £ С / \
'ИО-1,------ '֊--------81пр/-| /Д — V,уч -(А 4^)1 (1.16)

{ 1՛)

/(г)=У Г-Л ■ ,|пр, ■!- " +Ц,А-Н) (1.17)
р - 1 Л / I х

2арЛ И-ехр( .7 1 ех। ( 2'-:
/ к-------------------------------------------------- . Н _ ас--------------------------------- ( I . 10)

5И27рЛ4-2ЯрЛ ' 5Ь2,^/+23Р/

вр^сЬаАЛЦ-—՝\=Л';=Л<> + /л.. (1.19)
\ 5Ь«*Л/
(3 / у __

<՝1ИМЛ- ֊4֊ ) ГС, (1.20)

/ = ^; /1=^; г = г,= ^ (1.2!)
I ՝ I л ’ н



Ьл—- — j 
о

(1.22)

Для решения систем парных рядом уравнений (1.1'4) и (1 15) ис­
пользуем результаты работы [9]:

v «к
Л Й -- —

>.=”■

ö

I
\ | F{k, -fr, 1 

d

I)

ji'L>(a)du

?)(!-?)

■ ' </s Jl I V ■*;( 1 -ЧР1) 1 ՛

о
А-

bk 

k
(1.23)

(1.24)

т

где /*(։, ?; ;; z) — гнпербо нческий ряд.

• V'*■ 4- Ь д. - - k Х„: 1Д+с* =* b Y» (1.25)

slir — ; 
21

2afcsin(F s։u);

. ,r.b
■ sirr —

2Л

? ֊ 2arcsin(/ ;2’i)

(1.26)

(1-27)

Подставляя (1.16). (1.17) в выражения (1.23), (1.24), после не­
которых преобразований, получаем совокупность двух бесконечных 
систем .чиненных алгебраических уравнений:

ЛД = S auyxt>~ - ь^ур 
p-l P-I

(Л-1.2...) (128)

1 h ~~ Д c kp) p 4՜ Д /՛ h 
p- « p---1

Здесь

«ъ-՛3՛ t^^p‘ = *՞՜ (1 ~Ил) | epR*p —" | (1 -29)

Сйр ՝\՝-i>^kp‘, (^p — ^“(1 "Лр)
(-1)7^ (130)

r^-~lp՝ ^y I (bi ’

V ^>Rkp -Ь + ЛЬ- ^;гА(С0$Д) (1-31)
p..։ 2>t

p-l

^Z*(COS’։) (1.32)

/?*л= f F(H.

n

>
d Г |isln(pa)rfp |l<՝ 1' 'jS } ch .1 f -J,pS) 1 (1.33)



и

ЛЪ= II Ж —А; 1,

з </ Г р81П(/?3)^р
(/я

г/ (’ |<(а)^2 0*1 -- 1_____ __________
’ У |Л: ;֊։п'1 ,•■՝>

(1.34)

(1.35)

тл’.*— — - | <Ц г^Ш/гг/В, ) (1.36)

и

7|* ~ (~Г а^*~՜ -т —~ ( ^1(5 ‘*1п/гуг7г; ) (1.37)
г А \4Л к » ,! ՛

о

5*.- *Л; У - (Ц֊/։(А^В) (1.38)

\~Зр1с^%1 1— ар-*гс1ЬМ е 1 ^Р1с\Ь'л{1/ п
е!՛— . 0 . ‘ Гр— г “7 ՛ ~ Г~> и$11®/ $1|«рА $11/р/

Р/,
72 +/(>Д—/?); гА.(созг,)=Р1. |(со$(։)֊/>>(со5/։) (1.40)

л I ։—— ъ --1,

<'.<■<>)= р(т')Л; |/»(՜‘У’- ^(у',)՜ (|-41)

л о ’/

где Рп{х)— полином Лежяндря.

Ис пользуя обычные формулы для напряжений и перемещений, 
выраженные через бигармоническую функпию. получаем выражения 
для перемещения в разрезе и вне штампа, и нормальных надряжг 
ний вне разреза и пол штампом:

Еи(0. у)^= — — 2] )\3*11 -!ч)(сО5М-со$М) 1/; У^Л) (1-42)

£г>(.г, Л) = — У Лрд(1— )>)(со57дл- -со$о*<?) -ь/ГД(,с) (п • л</) (1.43) 
“ *-։

МО. у) = -
У1СО52Л

1՜ у
/ С05 — — СОЗ -Л л

"V V Г г \ ^Г'^'

— •» _ Ь—V
I — V 2йлА.(1 -;1Л)Аа|со8 -՛ ~ Ч

2Л г4։ А
(1-44)

+ ֊ V Х^(\-/.») | /7,(у)_(1_|.։)Л'<0к^ ’

2 Ихзестня АН Армянской ССР. Механика, АУ 3

-\-В. (0^у<^)
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Հ. ~x(ACOS — 
’ 2/

:V(X. 4)֊- ֊ z
I -x -a
I/ cos--------cos —
> / l

i- /'֊ Հ. ճ տճ kos '֊ A I 
> ֊ -i .vi pi i

ՀՀ ՜*---- ---- Ь — \* —'v
F - V >M’(1 MMs- / ֊I V ( \y-kat wk(x)

i ■■. I I 2h Г“| 
(1.45)

(0<x«ï )՜ 1 y : <
A /. i

(i Ղ) л;нл. I .4

i :ic

“1п(1—г21 /ч -||(|-£,)г,
’’ O'HCOS/յ) (i IG)

%=АМ ֊ щ.)Л\ .• 1 • ՛ 1 ••■ ։ •’ А .■ (1.47)

^аз( i-mâ; •'лА\+ [ (1—!Ч.')е’лЬ 1 և 
h

(I.4H)

շ 
^/•7'(’յ)= А\'/>

Р
VA'(C<lS/։) yzl(CO;,/,)|[ (1—Ej (149)

2 
û\p(^2) ՜ — /.*հ>4՜

Р
yÄ(cos?։)y„(Cosr։)ln(l ֊:շ) (1.50)

mt, —Mt և+ — cA(cos/j); пл т>-|֊ — ?«(cos^.) 
'2k 2k

(1.51)

A'fr — cih/j,/• ՛ '■—՝. Л՛'/,—cihix-//I- 
slf.M տհշյ-#ձ

(1.52)

l\(y>
7>/[ cIMi-yf ,։(A у)5Ьзд-

(1.53)
si; ? 1.2i sh2^A sh«*A

sh&/

V) .t ,ch?ftx . t>sh:i,(/-,v) 

sh8j^Z ' shßj»Z
(154)

(1.55)
shßjfr/ slr^/ shB»/

w /Ջ.'\ H Mrth^ZQnhgjty gj»ysh7»y (1.56)
\fl / s h >t2i

St./cth^/jeհՅ*Հ - ^.vs 113Ад- 
sh3ÄZ

(1-57)

y*(COS/,) /Л 1(COS/։I-| /^(cos^) (1.58)

2. Рассмотрим чн. .’îcHHbïч пример. к ; да 

/։(Х)=֊% Л(у)«/а(х)=/1(у)-о

:ժ



В этом случае по формулам (1.44?. (1.45), (1.42). (1.4!) вычис­
лены нормальные напряжения нет. инамг.ом и вне разреза, а также 

перемещения вне штампа и в рз ;к ֊.<• в завигимосп։ . г
/ 

р= —, >=0,3, h=a.
h
Результаты вычислений приведены ь табл. <1 21

Таблица !

~ м(О.у)

À
\У/»

1 -т
 

х.
 | —

 

■ ֊ 1 / 1 \
1 - —( — — J )

2 \ г /

3/1 V ‘ + 7(7 ’) 1
;*

0.25 0.0000 0.0003 -0.0019 0.0126 0.0155
0.25 0.50 0.0000 0.0196 -0.032.1 -0.0410 0.0411

0.90 0.0000 -1.1485 -0.6981 -0.1398 1.3657
0-25 0.0000 - 0-0668 0.0094 0,0201 11,0311

0.50 0.50 0,0000 —0,0030 о. изо 0.1968 0.2139
0.90 0.0000 0 «6666 0.2763 0,0529 0.0502

0.25 0,0000 —0.4565 ֊0.4078 -0.4525 0.1846
0.80 0.50 0,0000 0,2269 -0,2097 ֊0.2227 0.2195

0.90 0,0030 0.9594 0.3803 - 0.0991 0,8840

Таб шца '2

!*
\г/а

1 ՛֊(֊--՛) 1 / 1 \1+ А?֊’) 3/1 \
11 т( - ֊։4 \ А /

1
А

0.25 —1.0000 — 1.4634 —0.2712 0.70'4 1.0724
0.25 0.50 -1,0000 0.6486 1.г024 3.1777 3.7376

0,90 -1.0000 22.1014 9.0928 2,2787 22.1025

0.25 -1.0000 - 1.4633 —0,2712 0.7057 ’..0718
0.50 0.50 —1,0000 0.6564 1 >5850 3,1535 3.7092

0.90 -1.0000 21.1043 . 8.451I -2.4356 20.8882

0,25 1,0000 1.4516 0,2 >01 0.7134 1.0771
0.90 0.50 1,0( оо 0.6679 1.5605 3-1212 3.6775

0.90 -1,0000 20.9949 8.44(15 2.3771 20.8064

Для наглядного представлен!!« закона распределения напряжения 
и перемещения построены графики, которые приведены на фиг. (2 
5).

Как показывают вычисления (табл. 1 2) и построенные графики
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(фиг. 2 5). закон распределения ау(л՜, //) качественно совпадает с 

законом распределения соответствующего напряжения для полосы

без разрезов, когда >.»>0,5, а при качественно отличается. Пе­
ремещения //(О, у) в случае /<Д5 при любом у отрицательные, то
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есть разрез сужается,  а и случаае 0,5 перемещения знакопере- 
меины, то есть в одной части разрез сужается, а в другой расширяется. 
Величина I качественно не влияет на закон распределения зДО, у). Что 
касается перемещении v(x, /i ),  то при любых /. и ц знакопеременны, 
то есть при приближении к кромкам прямоугольника имеет место 
расширение.

CONTACT PROBLEM OF THE THEORY OF ELASTICITY FOR Л 
RECTANGLE WITH THE VERTICAL CRACKS INTERSECTED TO

A FREE SURFACE 
P. H. GALFAYAN, C j. g . n e r s . s v a n

Ы»!' Դա՚ՐՍ ЬЧПМ. [||>TI.U.'bl>lr ՃԼՂք-' ՈՒՆ1;ՏՈ'1. ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ 

ՀԱՍ՜Ս.!' ԱՌԱսԳԱԿԱՆՈԻԹՅԱՆ ՏեՍՈԻԹՅԱՆ <1ՈՆՏՍ.<1 ՏՍ.ՅԻՆ 1սՆԴ1>Ր

Պ . ձ.  Դ Ա ԼՖ Ս .ՅՍ .Ն , Գ . Գ . Ն եՐ Ս ւ ՚Ս Յ Ա Ն

Ա U ւ]ւ II փ n ւ մ

Ղ ի տ ա ր կ վ ո ւ մ  է ո ւ ղ ղ ա ն կ յ ա ն  Հ ա մ ա ր  ա ռ ա ձ գ ա կ ա ն ո ւ թ յ ա ն  տ ե ս ո ւ թ յ ա ն  Հ ա ր թ  

կ ո ն տ ա կ տ ա յ ի ն  խ ն դ ի ր ' հ ո ր ի զ ո ն ա կ ա ն  ե դ ր ի ն  Հ ա ս ն ո ղ  ն ե ր ք ի ն  ո ւ ղ ղ ա հ ա յ ա ց  

ճ ե ղ ք ե ր ի  ա ռ կ ա յ ո ւ թ յ ա ն  դ ե պ ր ո ւ մ ,  hր ր  հ ո ր ի զ ո ն ա կ ա ն  ե զ ր ե ր ի  վ ր ա  կ ի ր ա ռ վ ա ծ  է

ճ ե ղ ք ե ր ի  ն կ ա տ մ ա մ բ  կ ո շ տ  դ ր ո շ մ ն ե ր ,  ա յ ն ս / ե ս ,  որ  ճ ե ղ ք ի  ղ ի  ծ ր  գ տ ն վ ո ւ մ  է

դ ր ո շ մ ի  տ ա կ ։
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