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НЕКОТОРЫЕ СЛЕДСТВИЯ ИЗ ТЕОРЕМЫ ВЗАИМНОСТИ 
ДВУМЕРНОЙ ТЕОРИИ МАГНИТОУНРУГОСТИ ПРОВОДЯЩИХ

ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК

САРКИСЯН с. о.

Основываясь на теореме взаимности Бетти, в теории упругости 
доказывается [Ь] свойство ортогональности собственных форм коле­
баний.

Теорема взаимно», гн и теории уир.лих гонких оболочек доказы­
вается в работе [3]. Свойство ортогональности собственных форм ко­
лебаний упругих тонких оболочек доказывается в [4].

Теорема взаимности для двумерной теории магнитоупругости 
проводящих н։нких оболочек [9. 10] доказывается в работе [11].

В работе [12] выводится уравнение баланса энергии для двумер­
ной теории магнитоупруюсти проводящих тонких оболочек и дока­
зывается георема единственности.

В данной работе, используя методик՝ доказательства теорем вза­
имности в трехмерной и двумерной теории магннтоупругостн [10, II]. 
доказывается свой»: во обобщенной ортогональности собственных форм 
мат ни гоу пру: их колебаний.

В теории упругости, основываясь на теореме взаимности, выво­
дятся интегральные соотношения для нахождения перемещений внут­
ри тела по перемещениям п нагрузкам на его поверхности. Эти со­
отношения известны, как георемы Сомильяны и Грина [6].

В работах [2, 7] получены расширения теорем Сомильяны и 
Грина в краевых проблемах геории тонких упругих и гермоупругих 
оболочек

В настоящей работе показывается 1<!кжс, что теорема взаимнос­
ти, полученная п [И]. позволяет записать решение задач магнитоуп- 
ру гости гонких оболочек в квадратурах

/. Как исходные уравнения, принимаются грсхмерные линейные 
уравнения ма:нитоуяругосги проводящей, изотропной оболочки тол­
щиной ՝2/г, которые в выбранной триорто։ опальной неподвижной сис­
теме координат составляют три группы уравнений и имеют вид [1. 
10]:

первая группа уравнении—дифференциальные уравнения теории 
упруго» гл и: »тропного тела. которые можно записать так.

Векторное уравнение движения оболочки с учетом массовых сил 
>лек:ромагнппи-го происхождения:
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d*t d'xi
֊ b^xb. =0

(1.1)

Уравнения, выражающие формулы обобщенного закона Гука: 

2’.^//. *’ц-~ — (■*’/./ (1.2)

где —вектор упругих напряжении на площадке, нормаль которой 
проходит вдоль ял’ЛИниП. Э|.-, ец—компоненты нал яжеиного и де­

формированного состояния соответственно, г՝ — (тг։. щ, г՛,) —вектор уп­
ругих перемещений точек трехмерной оболочки, & -объемное расши­

рение, Вй ~(Вп, Вй1. В,՝}—вектор напряженности заданного внешнего 

магнитного поля, £=(£։. Е-:. £,)—вектор напряженности, возбужден­
ного в оболочке электромагнитного поля. /. и р-упругие постоянные 
материала оболочки, ~ ее проводимость, « — электродинамическая 
постоянная, численно равная скорости света ь пустоте, Н., /73=1 — 
коэффициенты .Чаме для выбранной триортогональной системы коор­
динат.

Вторая группа уравнений уравнении электродинамики н облас- 
гн движущейся оболочки, которую можно записать гак:

го1й=у/\ /= (1.3)

го1£‘=----- -<мА (1.-4)
с

(Ну (Ну А —0 1 1 д)

где А~(А։, А2, //3) —вектор напряженности возбужденного в оболочке 

магнитного ноля, о,—плотность объемного заряда, /֊ вектор плотнос­
ти электрического тока проводимости.

Третья группа уравнений уравнение электродинамики во внеш­
ней от оболочки области, которая считается вакуумом

rot Z?'>=0. rot £<'> = - -L wA(o (1.6)
С

div *<4=0. dlv/?*>=0 (1.7)

где 7" и A‘4—соответственно вектор напряженностей возбужденного 
электрического и магнитного полей в вакууме.

Граничные условия для возмущенного электромагнитного поля
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(при е ц=1 для материала оболочки и для вакуума) на поверх­
ности оболочки выражаются так [1]

(£-£Т/>)Г=о։ (Д-Л^-О. (Л Ао)л0 = 0 (1.8)

где '0 н л։0—соответственно единичный касательный вектор и единич­
ный вектор нормали к поверхности телч оболочки.

Так как уравнения (1.6). (!.7) нлжиы выполняться для окру­
жающей оболочки области (вакуум), которая считается всем трехмер­
ным пространством . исключением области гонкой оболочки, необхо­
димо ставни, условия на бесконечное։н Для гармонических электро­
магнитных полей, ко горне в кишом .лучас иле будут, главным об­
разом. интересовать для . и>плс1н։»рслщ« требовании единственности 
решения уравнений поля (1.6). (17) при временном множителе е/ф/, 

должны выполняться условия излучени е Например. 1ля вектора 
это условие запишется следующим образом:

Граничные условия в случае свободных колебаний должны быть 
однородными Электродинамические граничные условия (1.8), (1.9) 
по сути дела однородные Механические раничные условия на лице­
вых поверхностях оболочки цншимаются нулевые Считается, что на 
боковой поверхности оболочки задан некоторый вариант из многочис­
ленно возможных вариантов однородных граничных условий в смыс­
ле трехмерной теории упругости.

Как мы отметили, нас буду: интересовать свободные колебания 
проводящей упругой оболочки к га 1знном магнитном поле, для этого 
все величины ояред-.-лчюшие д • та-..՜ нюю трехмерную задачу магни­
тоупругости (1.1) —(1.9). представлены в виде произведения некото­
рых функций от координат и функций в . ie w—-собственные час­
тоты магнитоупругих՜ колебаний, которые составляют комплексный 
дискретный спектр собственных частот

Система уравнений (II)- (1.7) при однородных граничных усло­
виях имеет очевидное тривиальное решение v 0. ? ,,=0. ечюО. £/—0. 
ht _0. ։ \^ 0. Л’՛’ 0. /—1. 2. 3. Однако при некоторых значениях 
параметра ш=ю* возможно и ненулевое решение

<•.—*}*>, ՛. !■: ь:-.՛-,- ՛
(1.10)

Соответствующие значения параметра называются собствен­
ными ча.тэпм! mi -nnyiKrax колебаний,а функции □[.*'. /:(*> 
А1/՝ определяют собственные формы м.агнитоупругнх колебаний. Оче­
видно, чго вследствие л пород нести системы '.'равнений и граничных 
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условий (1.1) (1.9) функции (1.10) определены с точностью до 
произвольно! о множителя.

Пусть = есть какая-либо из собственных частот. г,’*,1 с(*у'։ 
Е^՝, /К*>։ ЛН“, /=|. 2, 3 соответствующие собственные формы 
магнитоупругих колебаний, a * — <«>;. другая собственная частота, 
отличная от w*. и. т»'/4, з<г՝, /?<*>. йу*>, i—\, 2, 3 соответ­
ствующие собственные формы магнитоупругих колебаний.

Умножим нее члены уравнения il l), записанного для величин

■*>ъ v\*\ с՛*), E՝w, на лектор и интегрируем полученное равен­
ство по объему 1' трехмерной оболочки. Совершенно аналогичным 
путем скалярно умножим векторное уравнение (1.1), записанное на 

этот раз для величин и>р, i№, с^՜', £՜}^, на вектор и проведем 
интегрирование по объему оболочки. Таким образом, будем иметь 
два равенства. Вычитая из первого равенства второе, после некото­
рых преобразований получается следующее равенство:

V

-»* f I f («{{’*«’+>|p4?+«IW+^’+^W'+^’*8’)rfr-r 
' r

-г&(ш^ир—w’u)* ) I | | (^'(*4^ (1.11)

и
I f f (5юЕ<‘>^+Йи£1»>^'4-Ви£;«<.’<«-в„£'«г'<<’>

" V
” 01 ф з ՛ I 1 '"H I f f(^? ф-« I

Ii„E֊ - B„E'/'v^)d V =0

Теперь умножим все члены уравнения (1.3), записанного для 

величин шл. гИ*), £}*>, на вектор /:</>), а уравнения (1.4)-на Л(г> 
и произведем вычитание обеих частей первого равенства из соответ­
ствующих частей второго, аналогичным образом умножим все члены 
уравнения (1.3) и (1.4), записанного для величин А<^։

—л ••
соответственно на /:'<А) и и произведем вычитание из полученно­
го первого равенства второе.

Итак, из полученного таким образом первого равенства вычита­
ем второе, после интегрирования полученного равенства по объему 
оболочки, результат можно записать в виде следующего равенства:
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1՝ [(Л՛*' У Vq - I | (Л°" /?՛*՛) и'й =
->w'f ' ՛ -J

’(“*ШкМ” ад“’) <՛ <ад* ֊ ад^ < ч и
+ (/?„֊/' -ад'*') ( i i |(ад^-ад:т>>)Я|»> +

v V

4 (/ад«֊ад-*)ф «ад-’- ад?’)£(‘> !<//■+

i i’i՜ ,՛ i Г i'Г
7“\UjAlVwl--r-^J.՝.i“ h dV <L12) |. J-

где n вектор единичной норма.!к к срединной поверхности обо­
лочки, Q —область срединной поверхности оболочки.

Совершенно :hi;i.i>." г.ч-ibiм путем из соо!ветсгвуюших уравнений 
(1.6) .ля внешней задачи . учетом условий на бесконечности (1.9) по­
лучается равенство

J j (Л{‘; 11 <лУ; £{«)//я | | | <’ л® dv
U U fii-V

(1.13)

Принимая во внимание :раничные условия (1.8) и получая из 
Этой» фак-a. ч -> чирмальитя к-.»м - а вектора Пойнтинга < £)
всегда непрерывна при переходе через поверхность, исключая из 
уравнений (1.12) и (I 13) общие члены, находим следующее равенст­
во:

j «՛» I И к^''г - ад*՛)/:?’ + (ад։) ֊ в,+ г
‘•(s«:՛՛,*1 Ип.-:»>։/?./»|</г-м.( 11 [!(ад?>֊ад->)й<“+Г

I- (ад'/՛՛ - ад,»>)/:?> ֊ ,ад<'՛’- в0.^'”)/??1</։/) г (i.i4)

՛՛՛„) |7р;.?л;г>/= о
Принимая во внимание формулы (!.2). выражающие обобщен­

ный закон Гука, исключая нч урони иг.Г։ (I II) и (1.14) общие члены, 
приходим к равенству

(*(У Ь2н(--՛,"’ е^е‘»> ■•?(<(;’<?’ 1֊

И
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+ Р»/"* I I | ('^"’ - *.•■"' ‘•?| т :•<«)(/Г-

-֊Д|л“’л"”<Л'—— срр7йлй։</и = о (1.15)

V 1?-У
Равенство (1.15) выражает обобщенную теорему об ортогональ 

носи собственных форм .магнитоупругих колебаний.
2. Введем безразмерные параметры, а также время по формулам 

[9. Ю]

■МЧ. . - (Г)'՜ -

где R характерный радиус кривизны оболочки, /—большой пара­
метр, р, /—целые числя, ■՛> характеризует изменяемость процесса во 
времени.

Введем также безразмерные величины по формулам (9.10]:

— 'и‘ . , п — г’з — ’// "чъ ~ "а _ _
1>,= Л, ։_1.2, г'։-т. -£֊'7- £-'՝п՝

<¥=/=1.2. Яв--^ (2.2)
С с

/'с* ~г> — 1 "X к 1 л о
71=Л‘- ^71"я*՛ *”1>2։3

где -.р '.1Г -п, т3 — компоненты несимметричного тензора напряже­
ний |3).

При использовании результатов [9. 10] асимптотического метода 
интегрирования трехмерных уравнений магнитоупругостн (1.1) —(1.9) 
с отбрасыванием членов порядка X " легко заметить, что для вы­
ражении (2.2) имеют мест.1 пргденнаенпя

7 - ՛.՛ '(«. ■■■՛■ ' '«'.)• ; -՛.)
- и , , 1 _ -0 , „ I

+ >'г֊,). ’,/='”( <2-3>
(-■« 1- 4 + >’ ,3 -г;3'""" ”-с ։։

= >.֊<+<(“։ 4-? 1։+),-5> ’з+ Х֊«+»X)
_ Я . - <(-։« |) и <>-<> р!“ 11 . !
в։,=хи л,=>?2 (Л։-р Л»). £,=/ (£*-р.'’-‘/Л)

(2.4)
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где 1,2,3, при (fe—< 1 . с=0. а при < |

1 dr, 1 ds, I дА. 1 ал, 9
л։<7а։ Д։ <?7։ Л։Л3 d։։ .4,,4, еЪ,

/2 2 /
Ор п «и n m к։ т tn к

с*=2р—1. «1= — . Выражения для v , z(.y ~.it Л*. £ 

приведены в 19, 10].

Подставляя (2.3) и (2.4) а равенство (I 15) с учетом (2.1) I 

(2.2) и отбрасывая члены порядка л *' ■п, в конечном итоге снов; 
переходя к размерным величинам, получаем обобщенную теорему о« 
орт о։ овальности собственных форм магпнтоупругнх колебаний пропо: 
Дитой тонкой оболочки: I

, . 1 ■ 1 {
• - i ։ • I « n I

(2.5

2&Й>ч <։> • р < • а‘ - ——
* 3 с։

+ £<*)£<₽)ус-A (‘p^WQ-A |՜ f O

а * v
где

. 1 !"■= £&' ֊ »<♦<- *>.Л» 
с * г с с '

iij, и., w—компоненты перемещения срединной поверхности обол ве­
ки. А՝10. A20— значенг: танген пьных компонент индуцированного՛! 
электрического поля на срединной повер՝ н< стр ■•болочки. е։. г,, xj 

- - компоненты деформации срединной поверхности оболочки.
Е и ч—мпругие константы материала оболочки.

Полученные соотношения обобщен нс.։V ортогонал ьности собствен 
них форм трехмерной (I 15) и 1вумср:юк магннтоупругости (2.5) мож­
но использовать при применении м<iода разложения по собственным 
формам для изучения устанонншпих^я вынужденных магнитоупругих 
колебании

3. Основные разрешающие уравнения двумерной теории магнито- 
упругости проводящих тонких обглочек । и уровне .моментной теории 
оболочек представтяютси следующим образом [9, 10]:

дифференциальные уравнения щи ьеьпя гонких упругих оболочек 
с учетом сил электромагнитного происхождения

1՛
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_М+Л 2оЛ Л£
/?։ дС-

2^ />■ <>% 
с’ 03 /

> 2^ й 7/< _ &, 1®'
---- ^0։ I ‘ ги -----  
с \ с д:

Д0| д*и>
3 с* иа \ д/ с д(г

1 дТ. 1 д32} 1 дА. т
т՜ . “7 г • (1 г ' 1 ’ЛХ <7^։ Лг 1; дз3

'֊ ,Л1

А, (Ц Л։Л2

д(> са 03 д[
/?о։ ды
с д(

4к '*/1' /дЕль
3 с3

/?> к, дл !
1 \ <?/

1-н

«щ'24 . 
с д(*

): Л,.'
<7?

/?о; ()■ х՛ 
с <и*

01’

(3.1)

(^2 • /< \ -Щ. ('-՛ _/< /■ । ~՜^ R р ^'2?__« \°оз^ ло։/ - I- 02՛ ю /501 иЗ - лоапоз”ГГГ О! С С* О!

с* ” м7/ 77|Ч

_ о /^^30 __  В^д*И)

.^Л«։ , /?с; (Ры
( с дР с д(- 

Въ '>Ч\1 _л

1 д6>

1^?

1 а/у։2
<М

1 (М

с дГ

А3 да2

1 ^4,

^ТТГ Л։Д2 ду.}
2|6։ -и„)

е <?/’/]

1 дА
Л ։Л2

-О\=0

А։дл3 Л,
—!—֊ Ь -------— —- (/у5,ч-//„)֊.\;-ба=о
л։ля <7а> А։л2 О3.1

Уравнения, выражающие соотношения упругости теории тонких 
оболочек

~ 2£А / 1
Т'=Г-5(Е. '5/' ЕИ 2й*

А/,. /Л/

3 я,

2 А А1

(2Е^
3(1->

V/. ),

3(1 ‘ и
(3.2)

где Г», 3//, О,, Н.), усилия и моменты в теории оболочек. X,
2» ^-компоненты внешней нагрузки, действующей 
оболочки.

Дифференциальные уравнения электродинамики 
оболочки области (вакуума)

па

но

поверхность

внешней от

п.)1Лм=0. ГО! . 11^ЛМ=.Ь; (1|у£,,>
С 01

О (3 3)
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Во всем трехмерном пространстве. где должны выполняться уран- 
нения (3.3), облз II. оболочки занимает ма 1сматичсский разрез [9,1 
;0] но срединной поверх нос । и пбо.ичкн [1о такому матсматичсско! 
м\ разрез) протекает •лч*к।ричссклй ток нровчдимосш. комиоисл:ы ко­
торого выражаются следующим образом [9. 10]:

,2<(
А։Эя։ с ՝ <

2 /и/■.,,! /7,, <А?;
3 с* ՛ 01 с >):г

■ )1. • I՜’ / ! ^03 С- ':2 ։''С» \
11 С I ’ е д։Г

_ 8г'։ 2Л*/г;' •■■■ Л ■ ''Ч- + &а \
3 <՜' \ с дР е дР /

или. что равносильно предыдущему, при ни те։ рировашш уравнений и 
(3.3) во всем пространстве необходимо учесть, что при пересечении] 

математического разреза по юверхности <„>, величины Л^>, /=!. 21 
претерпевают разрывы (3.4). а вели шиы £!'Л I = 1. 2, при этом ос-| 
чаются непрерывными, равными соответственно «качениям/7^—пред- [ 
станляюшнми выражения комновентоз индуцированного электричес­
кого поля на лицевых поверхностях оболочки [9, 10]. Величины |//,| I 
представляют собой разность зяачеииГг тангенциальных компонент I 
напряженности индуцированного магнитного поля на лицевых поверх-1 
костях оболочки [9, 10].

К уравнениям (3.1) —(3.4) следует присоединить механические! 
граничные условия кюрии гонких оболочек вдоль контура срединной 
поверхности оболочки и условия на бесконечности (1.9).

Начальные условия для механической части задачи характеризу­
ют движение срединной поверхности оболочки в начальный момент' 
времени; начальные условия для электродинамической части задачи,-I 
нулевые.

Теорема взаимности для двумерной теории ■ магнитоупругости про­
водящих тонких оболочек (3.1) (3.4) доказана в работах [10, 11] 
и имеет вид

X х^и\ —X]՝ их-\-Х^иг Хг>и2-7.‘IV՛ ■ -

4-2л (Л1*^1ч-./|Ц*^։0 1-УогЙи- /«։*^։о)^ < (3.5)
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4-.-/А г

и

1 А>։ /-։? ./0,* А֊>и —

где

?♦/" | г) •/(а։.и2,/-Г)7г
I)

4=('и։.Ум»0)—вектор плотности внешнего (стороннего) тока.
Полученная теорема взаимности позволяет записать решение за­

дач магнитоупругости тонких оболочек в квадратурах. При этом ис­
пользуется функция Грина, поп роенная для оболочки, нагруженной 
единичной нагрузкой.

Для определения перемещений срединной поверхности оболочки 
используем теорему взаимности (3.5).

Будем считать» что репьи.огнчснгс । к краевой задаче 
(3 П — (3.1', когда А' , 7. : редсганляк т собой мл нопениую соередо- 
точ ‘иную юв.-рхностпмю нагрузку вида

-V, ֊—<>('2-’г1>)'ХО. АА ‘ <( . х։о)''(Ъ ??0и(О ьЗб)

/■ — - - ''(х1 ллД'( ;2 угп^'|1|‘՝. Л։ О
А։Л

Подставляя (3.6) в уравнение (3.5), получим после простых пре­
образований следующие представления:

«1(’|и.0= | А>г4' ֊)> 71՝֊֊-,21’>’։да-

и

! 5«и;|чр*®,>'+б..|Ь)йг+ 

г
, 2/, С!'(./„«й;,: ■ л։.й’1</а4-^^’ [
.)‘3 с’ .1 .г

V ՛՛у

|(Х1-«։’,+л-.՛./.к՛’-'1-г,./,’1- г

V

Др 4 +5-«Р4Р*ю,։Чв-;'Л)ЛЧ-

г

+2Л [ Г(/л.ёй,+ /е’Ь>ХШ Н-„֊^֊՜ | (3.7)
3 , о с1* . .
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Г

• ' » v՛ M • ■*
2 2

Iде через и'■ ՛. ', h './г-- i, ?., 3, обо чачены составляющие переме­
щения и метрическою ;оля, вы .ванные, действием каждом сосредо­
точенной силы (3.6) отдельно.

Формулы (3.. ; нредстаз.т.:ю: (как .|рннято в литературе [7]) са­
бо.: определение щ оемещыын точек срединной поверхности оболочки 
в xya.ipai\pax. л и лей՛ ;н 1сльиосги, (3.7) представляют относитель­
но <азанны.\ перем։ ищ'гин . а- тсму интегральных уравнений, опреде- 
лающую la.wn. и '••п. дифференциальные уравнения двумерной 
магни:оупру гости [*«. 1(1] «меняются -жвивалентнымн интегральными 

равнениями.

SOME CONSEQUENT I S FROM THE RECIPROCITY THEOREM OF 
TWO-DIMENSIONAL MAGNETOELASTICITY THEORY OF CONDUC- 

nvi: THIN SHELLS
S. (>. SARKISIAN

21յ.ՂՈ1'ԴԻ1! ՐէէՐԱհ ML l.՛J.bP-Ի ՄԱԴՆԻԱԱԱՌԱԱԴԱնԱՆՈԻԹՅԱՆ ԵՐԿՉԱՓ 
ՏԵՍՈԻՐՀ-ԱՆ ‘ԻՈԽԱԴ11.1Պ1ՎԻՈԻԹՑԱՆ ԹԵՈՐԵՄԻ ՄԻ ՔԱՆԻ

ՀԵՏԵ’!.ԱՆՔՆԵՐ

II Լ ԱԱՐԴՍ5ԱՆ

II. if փ 11 փ п է մ

Հաղորղի ՝ րարակ {} ադսէնի՚նհրի մ արյնիսաաոաձււականուի)յան երկչափ ահ- 
nttifittub վէ՚իքւ->դււ.րձեւիությւէէն թէարեմի շնորհիվ ապացուցվում Լ մագնիս 
ոաւաէաձդակսւն in ш:п ան ա մն!, րի սնվէսւկան ձևերի րն ր[հ ան ր ա ց վս> ժ որքհպո- 
նա/ւււ թյունր է
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