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На основе решении классической теории поперечного изгиба вы
молятся формулы для поперечных касательных и нормальных напря
жений пластинок переменной толщины, наготовленных на идеально- 
пластического .материала с прямолинейной или цилиндрической орго- 
троиией. Эти формулы могут быть полезными при оценке оптималь
ных проектов пластинок ил современных материалов, прочностные 
свойства которых в поперечном направлении значительно уступают 
свойствам продольных направлений.

/. Рассмотрим тонкую прямоуголын ю пластинкх переменной гол- 
шины Л, отнесенную к системе те к ар голых координат ?: г/.г (фш I). 
Пластинка несет верти -а.тьиую нагрузку Компоненты ее ннтенсивнле
та, приве денные к едняице плота га грс,1и.чи<>к плоскости, имеют вл л

X = ) * — О, 7' =Х3 (Л-. у) (1.1)

Фиг. I

Здесь и в дальнейшем знаками , * и , ՝ будем обозначать 
величины, относящиеся к поверхностям пластинки ?— -Л72 и 
соответственно.

Будем считать, что пластинка изготовлена из несжимаемого иде
ально-пластического ортотропного материала, главные направления 
Которого параллельны координатным осям Повеление материала они 
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сывается законом течения, ап оппнропанным с поверхностью текучести 
Мизеса-Хилла.

Выведем формулы, позволяющие вычислить значения неоснов
ных напряжений о., -Л. и с помощью решений классической тео
рии поперечного изгиба пластинок.

В рамках этой теории новерхносы. гекучепн Мизеса-Хилла можно 
представить уравнением [:]

где
2ф в (Н+ С)с; - 2//сд3у Н//4- /^^-4-2ЛЧ* ֊1 = О (1.2)

(1.3)

Через -лх, з,., н сл. обозначены пределы текучести материала по на
правлениям координатных осей л՛, у и < соответственно. а —пре
дел текучести при чистом сдвиге в плоскости .ту.

Из ассоциированного лакома течения для компонент скоростей де
формации имеем

. = -?/, = л ((Н О)з.-/֊Л, |

£у -зху = Л , |( // Ь А):,. ]

7 Л՛ V = —2 <*,,.=/.— = 2/ ЛЧг ч

(1.4)

■Здесь л -неотрицательный параметр, г... х„ и скорости изменении 
кривизн срединной плоскости пластинки, которые выражаются через 
скорость прогиба до формулами [2]

о" ж 0-до д2ж ., _.
Хл=-----, , У-еу=-------  (!.•>)

(?х՜2 ду2 дх ду

Из (1.4) для основных напряжений пласгинки и находим

Зл= - —1(// Л/., ‘/А.). А//.,|
/ А /Д

Т.гу = ~ У-ХЧ (1.6)
/ А 

где
Д =/-6 л ОН 4- //А (1.7)

Подставляя (1.6) в условие пластичности (1.3), для параметра полу
чим
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/.иф1,0 (1-8)
где

О= )/ ± (//4 /-•)х;+2//х,гу I (Я+С/^, . (!•!»

С учетом (1.8) выражения напряжении (1.6) можно представить в 
виде

зл=—$1£п г (Н-ь/Чх, • ///-у , {Н • о к, +
-81 КП?----------------

//•/.

/Л

(1.10)

Направляющие косинусы внешних нормалей поверхностей плас
тинки > и >• определяются формулами |3|

дк

(1.П)

Используя (1.1), (1.11) и учитывая неосновные напряжения, по
верхностные условия пластинки можно представить в виде

при 2=—Л'2

\՜/՜+т;?п--Ь-;.л-=А”|л-|=0. п~=У |//-|=0
(1.12)

при 2= 4-^/2

<*/’ -1-т։уг —Л’х/՜1-—0. т^./'— су т - ==*՛՝ " =0

(1.13
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Из первых двух условий (I 12) и <1.13) с учетом (1.10) я (1.11) 
дли поверхностных значений касательных напряжений и -уг полу
чим

д
— хя։!"" ■'-•*'"4

д
Л7

<М|
<tyl

֊.֊։ <u4>
Дифференциальные уравнения рашпшесия сплошной среды при 

uieyrcTHHH объемных -пл нме-Qj вид J2]

+ ^4-^=0 (1.15)
дх ду dz их ду дх дх ду dz

Исключив из рассмотрения гички срединной плоск< стя г—0 для об
ластей пластинки |г}>0. с учетом (l.lu) можно написать

О'~ =-sign г-
дх

J_ д_ |(// •՛ . . /Л,'
д dx| D

(1.16) 

д՜ г у_
дх

д՞?
ду

1 sign г — д 
ду

(A/+G)zy Hv.T 
D

Имея в виду эти выражения, из первых двух уравнений равновесия 
(1.15) при |г|^>0 находим

dz
= Signz !_L <Ч</7 ГУ'< Н'՝> 

| Л дх I !)

д2-- =sigp - ՛ 111. 1 2j 
uz ® | Л dy| D А дх\Г)

(1.17)

Интегрировав (1.17) в областях z Он z>0, получим:

при г<0
:...=С֊, (Л֊, у) J12

I △ дх

при

^=С(л-,у)֊г[֊- 

г>П

дЦН• Нл, 
ду. D ~

(А/ -/•)•/•» t /7хУ 
D

- (1 ?_г 4-А՜)•/.,. ч //-л. |
1 A (lx D 1

11 d I (77 С՛)/. //■/..։

л J_ 1/^М
.V ду\Г) /\

(1.1У)
_1А (hi\\

Л՛ дх\[))\

signz i £G



где С՜, С., и С.,, С, ■|упкции нш'-р р.>ваи> и. ՛ :.ре :?.!яю тес 1 из 
условий па и.>; срхнос ч -՝ = А,2.

Используя (1.18) и (1.19), из (1.14) гахотм

=С/ = // । г> | (/7 
2Д дх

С?=С7=
- (Г\՛ /7

Ц ; д I (/7 6‘) /.? .

Нм.\М
ОХ

I)

(1.20)

Подставляя (1.2(1) ՛; (1.18) и (1.19), ля 
напряжений н О6.1.1СТЯ-. ?£>0 no.ivr.iM

А՛- Г д | |Д/ Л)/. ///

д/11
ду I

п перечных касательных

_'А ! дх •

Л'1("
/>

К I Н,..\а‘ 
дх

а д_
Л ду

дп\
’ду\

А-'.
2А

՛!(//

(А/ ‘ О)х + ///.,
Г)

А

Д'

А
Л՛' ОХ

д//\ 
'■XV .

ОХ,

А
\

(1.21)

//- I

иОтметим. что предельные знамени I 
дают, и на среди и но ։": плоскости имеем

при г • -О совпа-

// : О I (/7 /*)/., /7хЛ А д / /...Д | ՛ ■ } I ■ 4 ~՜* " ■ ■ Г »*■ — 1 к
2А । <)х| /; ' д ду\1)/\

1
2Ш

|к«1М/,|֊֊ 
дх

Д д/1)
гг г-՝х ; । Л ду I

(1.22)

2/7Д I ду Л <7л-1

Значения же этих напряж -ни । на .юнерхн »стих г= /.'/2 о |реле.':.՝л< 
формулами (1.14).

Таким образом, и являются непрерывными, четными, к\ 
сочно-линейными функциями по г. Возможные качественные ՛; >р՝.։ 
их графиков представлены на фиг. 2.

3. Ичяестня \Н \рмяпской ССР Мс\аш1к;| №2
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Фиг;

Из третьего уравнения равновесия (1.15) е учетом (1.21) мот 
нависать

— уН..\(л-, у) (1.
02 

где
л ( у 2 I <^4

а ил-« [) .V <^у\ и)

д' I (//4 0)х., — Л//.у |
2/1 I)

(1
.1,1л-. у)= А Д1(Л.у)4- -!֊и 1_

2 А \дх | и

___£ /^\ |М 1 । р /7+(7)л- ? /Л, I Д о /х,-Л} дИ
Л՛ ду\О/\дх А 1ду I I) I Л дх' 1)Дду

- И7 н^ + +1։"г0}'’ Нл^ П
^ь*а | дх՝ \ дхду г>у։1

Интегрировав (1.23) по г, находим:

при г<0 з.^С֊(х, У)-“ -лг (Ь5

при ?>о о.х. С+(л-, у)-рА։.гД։ (!.!1

где С՜ и Су —функции интегрирования.
Г моя в виду, что при с—» 0 напряжение должно быч. ։ 

прерывным, из (1.25) и (1.26) заключаем

*'• С3=С- ' (1.1

С целью их определения обратимся к третьим поверхностным у 
ловлям 1.1.12) и (1.13). С учетом (111. эти условия представим 
виде

_ у.___ 1 дп I дИ
2 ’Л-‘Л- 2

(1.5
3-1



2 л‘ дх 2 ду

Используя (1.27), (128), нз (1.25) в (126) получим

К2 к
8 2 3

1 _ дк
лгдх 2^* ду

(1.29)
--я,- й֊л,к-=. 

8 2
Сложив равенства (1.29)» находим

<>к I дк■ ■ — - 4— ■ X ' —’ "■
дх 2 уг ду

С՜-
2

Объединив (1.25) и (1.26). с учетом

(1.30)

(1.24). (1.30) для нормаль

2

ного напряжения окончательно получим

- ՝Х _ г( - _</*_ (//-/-> /7/. 2Д Ф /хлЛ (
2 2Д '<дх* /) Л՛’ дхду\О/

а- П//4-С)/... -//г. ! ’Н+Р)*՝ 7Лу| Л .
ду* I /) I) ' . л-1 !) 'у !) )]дх

(1.31)

г(д (/7-*-О)/. ///,
/)

к. ^/'^ЛДдк I..., г- ,, (Л/֊(֊/Ч/л | /7/,]֊-֊ 
дх7

, 2Л д'к
• — -------

.V <>.-.ду
|(/у

д\՝՝ I

Вычитая из второго первое равенство си՛ н мы (1.29) и имея в виду
(1.14), (1.24). приходим к результату

^.1|7/! ГУ/՝4 Н/ I . -•՛ ()1 /±_\
•И I ()л֊։ | I) | Л ах о\՝У 1}) Оу2

(Н I С)/у • /7/.г I)
/)

{Н - Р}/., Н/ I л д /7„.\ [<*;.՛ Л ( д 1(7/ 1 С) /. 1 Л/лл
'.V :> .\ ду\ / > /]&£ л 'г)у| I)

21 21/
Л дх\[)/\ду

— ՝\(И•2/>: |к Л)/.
д-к 2Д о’й

Л дхду

2/}Д
4

+|(/7 4- 6 У^-\-Н,., | | + (| (Н 4- Л)г. +

2Д дк ()к 
՝ дх ду 4՜ 1(/^ 4՜ С)/../ 4՜ /7՝л.. |

Это и есть дифференциальное уравнение равновесия пластинки Как 
и следовало ожидать, оно совпадает с уравнением равновесия, полу
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ченным традиционным способом геории пластинок, ю есть способом 
рассмотрения равновесия моментом дифференциального элемента сре
динной ПЛОСКОСТИ.

2. Пусть пластинка переменной толщины А отнесена к системе 
цилиндрических коордкна։ г. ՛.. г. Материал является несжимаемым, 
идеально-пластическим и орто; ровным. Ею главные направления сов
падаю։ с направлениями координациях линии. Поведение материала 
описывается законом течения. минированным с поверхностью теку
чее, и Мизеса-Хилла. Нагрузка пластинки вертикальная, граничные 
условия произнолькы. Проделан выкладки, аналогичные выкладкам 
предыдущего пункта, для поперечных касательных и нормальных нап
ряжении получим следующие формулы

>1 2|с: , о \Н Л)/, - //■ | Д 1 д /Л,‘ \ 1 ^у- ~
2Д \иг Г) I л ՛-! > ՛ г I)

7֊ !к/7
2/Л ।

1 д!։ | 
г (А I

(2-1)

А— 2|<| I I о I {А/ </) ■, * Н/.г 4 о 1 Хл՝1
24 I г •<՛ I О ' \ 7г \))) * А' 7 7)1

1 || Ы ч . м I I Д <^1 /.I ОТ
•-Ш1 г г.'б .V дг.

У- _ ££|гНЛ) । (АЛ, />, , А//.՝ ■ 'Д /м \ 
2Д )Ж /> Г Л'г дги1) \ !))

’ 7 7{/՝л‘ 
1-!г дг

д_ 
дг

(// />, -
Й

; <}՝՝ н// - <7)/.՛

2~* /х/՜» \} I д I : /1
Л‘г։ <Л\/)/) Д 1/>г I)

Еи-г — бхь 
2г Г)

± 1
Л г д1Л1՜))

(2.3)

I .£11 . л а /аду+
2гО ՛ иг А I г <#»[ О А ՛.>'՛ /1 '

А 1 ՛■• : '
А г ■ :֊՝ I г (): 27!11// '"к֊л'ч|£ ֊2 1

V г ОгдЬ

11// ■ (()л -//7,.|1 — ( 
г: дЬг I

Цесь хг, п скорое।и изменения криви »и срединной ал«..с- 
ючтп пластин։ в. нпрьи ։:. ।. жак՝1 >. »Н]е: ккстсгн прей С։ по 
формулам |2]

1 /о<с 1 1 / ():а) ! ин
дг' г \дг г оЬ2 / г ' егдь г дЬ
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Дифференциальное уравнение равновесия пластинки имеет вид

(/•/ ■ /•)'■ _շԽ

4 I ձ ժր I)

I Ժ ('/֊/֊'К г М'в
гД Ժր !) ր=ձ

■■■■ ■ :• ՚

(// - (7)/յ : А//,. ՚ _1___
ո I Л'гмДаЛ

1Д_|2Л Ք ;// ~Ւ)/, . Ни | о //.
. А дг ! > .\ ր (7 < ՝ I) • ր>)ե

^֊ \(Н ;խ /лд 
Բրձ

Ն( :֊1-^Ւհ \°֊ 

Ш дг

/, օյչ. շքչ
2Л՛ 1)ր րթ; дг

1./7 ֊ (7 )•/••. է Ւհ, |
/) ]

'/Л.
V? 7) (2.5)

: Խ(// + ՕԽ ,7х,| ։ - 
Լ)ձ г ог

ծ.Ն I Ժ/г 
ծ>

րՐհ

дг1

. յ

2 |րձ вЧ

հ _ 1 дгИ
Г 2Л I) г СП. (յ

Օ.\ Г)! Т!:к'М|\АТ1Й\ (՝)•-■ Տ՜րՏձԼՏՏԸՏ 01 ՀքՀսՏՏ Ի11;՚ւ:( Т! \\ 1-И։? 
х'а^.мп.!- гнкл<.\1:5^ օ(Հ!!Խ1՚։հ.՝4> 1пн:л1..р|.льт1с Р1.лпь

R. М К КАКОЗиГ.

Փ11Փ111.ԱԿԱՆ յ1.11ՏՈԻԹՅԱՆ ԻԴԵԱԼԱԿԱՆ ՊԼԱՍՏԻԿ 11ԱԼԿ1Դ ԼԱՅՆԱԿԱՆ 
ՈւՂՂՈԻ^ԱՆ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՈՐՈՇՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. 1Г. ԿԻՐԱԿՈՍա.

II. մ փ ոփո ւ մ

Ծռման րյսէէւա1քան տհւ/ւււթ քան {ռւծռ/մնԼրր Հիման վրա արտածվ ռւմ են 
ւիռփռխական •.՛ աստով/ յան ո՚^ւյադիծ և դրռնային սրթէէտրէ/պ իդեալական 
պլաստիկ սսպերի լայնական շոշափ>պ ե նորմալ լարումների րանաձևերը։ Աշղ 
1։шЬшЛ11Ьр(1 կարող են օղաակոէր քինել լայնական ո< դղուք)յամբ ամրության 
վւսսէ Հւստկությաւէ ր օմսւվտծ մամ անա/լակից նյութերից պաարաստված սա֊ 
{երի օսրոիմ ալ նախագծերր գնահ ասւ ե{իս։
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