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ХРУПКОЕ РАЗРУШЕНИЕ УПРУГОЙ СОСТАВНОЙ 
плоскости С КЛИНОВИДНЫМ ВЫРЕЗОМ

ЛЕБЕДЕВ Д. Ф.

Рассматривается упругая составная плоскость, ослабленная бес
конечным клиновидным вырезом. К краям выреза осевой силой при
яли бе< трения жесткий штамп и форме клина.

Устава вл ива-'тся агимптотка 1анряженного состояния в окрест
ное։ i вершины выреза, a ia?\>hv под краем штампа. Разрушающая наг
рузка определяется по критерию хрупкой прочности В. В. Новожи
лова:

Строятся системы кусочно однородных решении (Р системы! 
<вух смешанных си.мме։ричных задач : :■։ бесконечного упругого кли

на. В рядах во v.icMehiaM утих систем могр быть решены различные 
шдачн об обжатии произвол иным числом штампов однородных и сос
тавных. усеченных. конечных н бесконечных клиновидных областей; о 
равновесии однородной и составной бесконечной плоскости, ослаблен
ной системой радиальных пунктирных разрезов, при условиях цик
лической симметрии.

I' системы для бесконечного упругого конуса построены в [I].
/. Раем грдм г։՛ краевые ՛-. пчи а) и б) о плоской деформа

ции бссконеч11"го упр пти клини {О^г<Ъс. —7=^-9^} с общим ос
новным условием

г, -z)=d (0^r<^rx;i (1.1)

и со смешанными условиями:

а) з>;(г. ir(r, -_-z)=±gj(r) (Usr<ou) (1.2)

б) Cb(r. 7)_ /2(г) (1<г<ос), v(r, х)= gn(r) (О^Г<1)

Их решение с учетом симметрии граничных условий л однородно
го условия (1.1) запишем в виде ши с. рала Мсллииа [I. 2. 3]:

w(r. •) U (•/, •))>(/•» ;0=(й, г՛). IV ==(С, V ) (1-3)
2тЛ । 

I

I i .9) -=(2(7) ։.(> t /l|(> t-7.)sln( — |h.cos(* • 1)9 -

— (' 1 ) sln( > - I ) ՛ c.ns( • 1 )9|



V(>, 1Y—

—(՛. I )sh։( ' - -lUs։n(>- il'-՛ I

о(г, П — г', z = :; 4p

где «՛• вектор перемещений, .՛?— i(r. rJ) радиальное. v—v(r, ՛.՛) — 
угловое перемещение; г. полярные координаты: IV—вектор тра'.к- 
формант U и Г i ерсмеп.сннв и и и с.огиетственно: </ модуль с юн
га, и—коэффициент lly.iccoua. ՛ -параметр ipj юразтн.ншя Мел iinia; 
индексы / = 1 (задача а)). /--2 («дача 6)); конг.ры /., и L2 i ы.мые 
Re« /1 и Re.=)2 (располагаются соотвгтств֊ н.ю правее (лене՝-) мни
мой осн, пол-вес (нранее) ближайшего полюс:» подынтегральных 
фун кций).

Из условий (1.2) получим, чю функция £/('1 у io вл ст аорист 
двум уравнениям

.. (,) :-Г֊( .)-=ДД ,)/.),('). Г* ( 04 =-(-.ИаД-.)/М О (</ /)
(1.4)

0.(0 = (20) ։ 4(1 р)ф z)sin(z-lbs:i(.|n-

/Л(-) = — >2('4-y->('Sin2?-L sin2-*a)
1

t'(r. u)o(.-, : \)dr, v (>)֊ j <'(r. аЦг. v \)dr 

û i
I

з+(-)=| 5i.(T. a);»(/-. .)(//-, | (r, 7.)p(r, .)f/r

0 >

Исключив 2^,(л из (1.4). приходим к задаче Римана |4 |

л+(-.)֊| г֊(>)=/<(4| = »(>)4 =֊(.)|. /<(.)•- /А(Н/Л '(-) (•€/■/) (Ï.5)

Относительно неизвестных п (.), z (>) и 7՛ (у), = (՝.) при / ] и /—2 
соответс! пенно.

Следуя [1, 3], построим каноническое решение однородной задачи 
Римана

винде произведения рчпечий зала i с юэ рфиднелгами /\\( >) (х—1,2)

^(>)=к»(ф;(>) г. (')-/С(>^(>) (4 /-,) (1.6)

Ki(‘*)=-Ar*“’tg 1 £^(1 100՝՜’

А-։(,) = К(»/(,-՛(•.)- 2<sl"aa-sin,"> ,gr..,
>siii2'z 4- sin2՝>7

Мероморфная функция /<•(՛.). как следует из анализа пулей ха-
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рактерисгических функций А)Д>։ не имеет нулей и полюсов внутри 
полосы ил ин 1мой осн .=/} она вещественна и .етна

/<г(<я ^2(з1։2> -51п’д)(11п;(3$1п2л $1г2/л)՜1

К,(Г1)=\ ~О( '1| ехр(֊ЭД*)) (3- ос)

Сместив контуры сопряжения к, па мнимую ось. получим ре
шение *адач (I б) при .«=2 в виде

<(')->’(>) Г ։(.) <Ке.< 0 (1.7)

0

При 5=1 задачи (1.6) решаются элементарно՛

1-1)Г ։(>+1.2) /.,) (19)

r։ (4=^ sH-v 1)Г ’( -, I 2) (Re- /..)

Для неизвестных ®0(>) будем имен.

г՝ (>) = v; |>Н г) (Re>^ ։). î«֊(v)=t՛, (>))' ’(>) (Revsg/.,) (l.b>)

Решение неоднородных задач (1.3) найдем для функций (1.2) 
следующего вила:

//('‘PQMC Аг/(г) ^/:Xr՛(/ = 1.2) (СИ)

Re-,i< 1. Reo։ /v Re;2>)։, Re^<>-.
Их трансформанты равны

g (■,) = £,(՛,-;,)-։, (/=1)

■ (')= C2(>-72) \ <՛ (Л=Л\(> £,)-> (/ 21

По обобщенной теореме Лиувилля получим

I С/^Съ)
I (> -7;)‘'rCjС(') <•'֊

г.|(/ '.j2e

(1.12)

Здесь нерхипй тажчий) знак соответствует /=1 (/=2); (I и <?—про- 
и июльны-՛ 1юст:>.|нные, которые пояплиютея из условия ограничен* 
в<»сти энергии упругих напряжений в окрестности точки г—1.
\..ч— сим։ >л <ропексра.

Таким образом, решение вепомога ic.fi.ной задачи (1.1), (1.2) вы
ражается однократными квадратурами (1.3), где

։ (-1 
/Л(л

/]_______
՝ Г(т/) FWîW -?i(7 - (1.13)



2. flyi *L A-h nci тир . p . гих перемещений (*-й
элемент) Р системы ?-й задачи il I). 11 '. 1 .ци . ь.онинях /дг) —U. 
еДг)0. с ис бенностя.ми в т,чкнх / - и (т-- В или г—оо (щ=2): 
^*’։ = (ц‘,‘п, )-k-\\ вектор перемещении (А’-й элемент) системы од
нородных решении (//-системы), iiuei >щнх особенности в тех же 
точках, удовлетворяющих общему условию (1,1) к основным усло
виям =֊> (г. 4 >) = 0, /г(г, - >)—։). ?--’•//) (/,«.՛ — 1.2: 0<г<*^).

I lo.iarntM
к՛* —ь?՝1 4 u>t: (2.1)

где W;*, корремпруншии Вектор ИЗ Z’ ГО -S.le .leiii՜-! /'-системы.
Элементы //-систем запишем в виде

I »?>-0»-л?«՝И-?.,.Омг.-<) (2.2)

ГДеЛ*г;- произвольные по։.тоншп.ц. ••;,1 ։։՝..՛.։ Функций />(.). ’ гчт.
fee\>U. Re«o.

Все нули ZJ1(') -веществсн'нле:
—i*i . .j։ —к-., i i __ ,,_.о £19 1'н— « и '՜ к ՜ 1' и — -՛ к

■^ = {•41- •<$=-# *=»• ->֊-^ о> *=11
I = •

Пули функции Д>р) исследовались, к примеру. в статьях |.5,б.7]. 
В |6| установлена асимптотика комплексных нулей (0<2*<2-). Гра
фики зависимостей нескольких первых пулей от величин-.! угла 2^ 
Приведены в |7]. В |5| обычным приемом отлелени.՛ вещесгвепной и 
мнимой частей комплексной функции япалиги шски псследоаяны кем - 
лексны • нули нечетной функции

Ф(г) shi2 Ь -csin 2а.''27, с֊2-7

В ДО11ОЛ1В иие к |5] отмстим, что, если угол 2»£.(0; 0, S128 
то Ф(г) в праной полуплоскости (*^>0i имеет только комплексно 
сопряженные нули .՝< = ;* :/£<(2/<?—I)л, р|/г 1)-՝2), А==1, 2....
С ростом угла комплексно-сопряженные нули но )чередно (от мень- 
IIIHX номеров к большим) сходятся, образуя, начиная с 2? <J.8128r, 
вещественные двукратные нули. 11ри увеличении угля 2՜/։ (<՝.НГ28г; z)։ 
՝этн нули расходятся i простые веще։ i ,֊ иные (пары): ср (2/г — I)- :с 
Р = 2А- 5. 1.^:<ГС'2. Ирв 2« -г. все пул;- фтикнпп Ф(~ СТЯНОВЯТСИ 

. вещественными, с. ростом \։ла В промежутке (-; 1,15 Г2 •.:) простые 
вещественные нули —2/гл i z, [)՝ попарно с^ошгея.
образуя поочередно (от болыппх номеров к м.-нь нм) двукратные 
вещественные пули, которые затем переходят н комплексно сопря
женные. При 2сц (1 ,Г5 г2тс; 1,75"5-| все нули функ ши '!>(,?) в правой 
Полуплоскости, кроме с_}. комплексно сопряженные, причем
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(444 1) “2) R пр՛։’.: жут е 1' 7՜ 5՜: 2՜) комплексно сопряженнее 
пули поочередно ։ >т меныин.х номеров к большим) переходит в 
двукратные г-ешествеиные и затем в пары вещественных: ;*Л|>=24г. <, 

- |24 Г):: ՛. 1е> тленный нул*. ; ,£(0.812-8-; ֊) соответствует
значениям угла -< '2։с'2- и определяет порядок сингулярности на
пряжений в вершине клина.

(. лисок пулей фупк .1:п />,(■) представим в ни хе (22*-к)

• : <֊. I- 1.2. ■*. ֊- ’^ — 0. 4 — о

1ля пиры 1НЧПСС1՛. < шы\ нуле։՜՛ синтагм, что <и։ ».}{.
|<орргк 1нр\ "П:ие не։.! и «•' являются решениями четырех

смешанных иеоднор* ■дни х задач (1.1). (1.2), где

/,(/֊>=«?,(/■) Ч/ЛС-ЬМг. ■;,) (2.3)

•։(г)^ •; У(г. ֊ : I). ₽.(г> = 0 (*— 1. 1, 2....; ш=1)

/.<0 - -.4;..Ч(г- <֊1). л(г)-0

(4=-1,1,2....... ™ = 2)

Используя зависимости (1 31. (1.13), получим

т'^г-Г}> “ (' й;л •) ։р< 01 ■- е- —1 </< <2՛4’Л
я‘,,(-)=(֊-1)'Л)=^(з։Ог'(-)/??.(>)

>)
(1 ■'Ь/гп)7>-(7*г.)

г(,х/* у?/ге*

֊՛.( )— 5*( ') =''/1=0 ( ') Ь)

Произ։։ п.ные постоянные </*, найдем из условия самоурав- 
и ►вешенностн на •■раженного состояния, порождаемого каждым эле
ментом /^-систем при значениях радиуса г<1 (/= I) и г^>1 (/ = 2). 
Для выполнения этого условия необходимо положить /??,г4('*5а)=О- 
Откуда следует

’./и/*1 т

(1 '//«: )/>Л( >*-։) •>,Г1/2։(-'5л։)
(2.5)

(//»• - 1. I, 2. /. т^\. 2)
В /■’•системы } ,}. !.*.՛',} не входят элементы с номером 4—0,
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поскольку их главная часть (со.;.՞-՛֊՜- с;.у... ՛ ем)
обращается к нуль Векторы м՛",. являются ре.нениям । •■ июр . ।- 
них залам (1.1), (1.2.а) и (1.1). (1.2.6) (фиг. '..21 с • тли иным <н ну я 
главным в.ктором напряжений при г<1 (/ 1) и <>1 (/--2) 0л:; 
цолучаюгся из соотношений для гг-(\ (/, ш = 1, 2; /—ги) при ф.= - =՛> 
А —О и имеют вид:

I *):•(/-. 'М- (2ф)
*• • •

ч

1^.) = ^

с -1)/712(51п2н-2;)| •"

В контактных задачах ..ля клина в случае леек՛ тьки.х ■ ч.т՜ 
раздела граничных условий возникает вопрос о возможное и и.՝, фи- 
зической реализации. В этой связи русмотрим вектор кф. ■ 1.
Его главная часть характеризует однородное рг.гяженн скипи? 
клина, а сам вектор определяет на бесконечное гн пол՛- ш.г։< иных 
напряжении о,՝. В указанных задачах необходимо задать некот^рю 
значение с/<0 и учесть в решении элемент с коэффициен, ՛ л 
•^2=’ГН(1֊2р)1֊։ (2^.Л. А>=֊1).

Двукратным собственным числам соответствуют два од-
норолных решения, одно из которых содержит функцию 1пг и н • 
удовлетворяет соотношению обобщение й ортогональности 1ля с • 
ториальной области. Это осложняет применение метода кусочно-о: 1.- 
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норпдных рели ннП к составным КЛИНОВИДНЫМ обл.'Н Iим. ec.ii։ линия 
сопряжения г —cm st. выхолит на грани клина, свободные
от нормальных напряжений : Практически этих осложнений можно 
избежать, приняв в внимание свойства собственных чисел /*] - 
они существуют и՛՛ ри вс< \ зн.о<е»шх угла 2 л в единственном чис
ле (2а -) и при Счол». угоди > малом изменении уг а переходят в 
пары простых (не несгвенные либи комплексно сопряженные). В даль
нейшем. если 2з^>г. полагаем •*’ « •*•'< (7?.

Заключая построение Р-систем. разложим входящие в их эле
менты контурные инге ралы г» ряды n՛ однородным решениям. Учи
тывай соотношение г’( •)•= />р ՛)/), -):’( >). получим (/.•— I. 1.2...)

(-l)v v (2.7)

(</—1.2: г։>1. г։<1. s=lr4/w)

I 1ри п - И. / q имеем (- ■ j 

функцию И ( Л„ 0) .-ле дует заменить на IV( Л. 0) (точка означает 
дифференцирование по »). Вели /—у. слагаемые номера л —О отеут- 
ству ют.

Векторы (2.6) также представим в виде (/. 1. '2; у А<п)

V ( । ■ ՛ • । /•В('՜ • » 2 ) (2 ֊0

.7>)10֊Ч*՝ 4՛;

При /V«/ в- «^0 имеем слагаемые (>=/,.)

(-1НЗ( = \'М(^(л 'ПИЛ;. -4)"֊2/.-։(1Г(ч Ъ)?(Лл ֊'•) |

•֊ 2=/ ')( ( «. Ч ֊1 *;3<)

Здесь первый член соответствует решению Митчелла, второй и тре
тий— смешению клина как жесткого кла.

■7. Рассмотрим упругую плоскость ‘ бесконечным клиновидным вы
резом (фиг. 3». составленную и» двух однородных областей 
Н։{(.)^г«с<л 2а>-.} и &։{<15^:г<Ъо. —ж^9«-да} (упругие
постоянные—О\. Л=1.2). К । раням выреза пл участке
осевой силой 7 прижат без трении жесткий клиновидный штамп. 1Ц 
этих гранях выполняются смешанные краевые условия

1 1 А



-гАг. >) û 0<г<осЛ (3 В 

:»(г, !:7)=0 (0 г<А. 1<J<~) 

:(r, +i)=O (&</•<))

я ла поверхности г—й<^1, <i^>b;
1 О '}. основные условия пол

ного сцепления областей Q, и 

н’=«5. (3/2)

Взяв решение н виде

®>=V- .<• у а..
*»- 1 * - I

(3.3) Фи։ 3

V ДОВ ле т во р И М V Г Л о В И Я М ( 3. I ) ( Ш 1' р И X 
означает пропуск /<՛ 0)

Функции ю*. и <Г|'’1 согласно формулам (2 1), (2.2). (2.4), (2.5) и 
принятому в и, 2 обозначению собственных чисел представим в 
ните (/. т=1. 2: / •/«)

о 5^-е. —кд! ֊ 1՜ -к-)
Л (3.1)

В‘Д.)=(֊1)М‘;г;СИО,֊՛(■.)/?".(■-> {*-1. 2....... '-1.2: *=- 1. '=!)

о.(^)/ 1 , 1
s’fsW J \ v -՝,kt ' v** p ]»i Ini

Здесь Æ.'„ AV. (£— -1, I. 2. . ). --V^. A»f (/г—I. 2. ... )—произвольные 
постоянные.

Функцию да՛!, определим no формул (2.6).
Элементы Р-еистем (2.1) построены в локальных координатах. 

Используемые в (3.3) элементы запише-м н глобальных координатах, 
связав их с локальными координатами элементов wfj и «՛£,. Тогда, 
для перехода в элементах w*՜, к глобал! иым координатам необходи
мо заменить радиус г отношением г (_\ — произведением G,/r; вы
ражения для перемещении и напряжение умножить на масштабные 
коэффициенты Ь и b ■ соответственно.

Подставим (3.3l в (3.2) и воспользуемся разложениями (2 7). 
(2.9) функции (3.1) и K'j,. записанных в глобальных координатах (zv։ 
при —при r.,=-=«<J). В двойных рядах по п и k
поменяем порядки суммирования и введем неизвестные

1). ^\ = А^(а. + (/=1. 2) (3. )
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Применив К I.l'p 1зО8ЯВП!11\1СЯ рядам yc.ioône ортогона. bHOCTlf 
//-систем {WJ),,} <j.r7t=ï. 2; ;-•/«) ь форме

p 0 (*?'• 2, ... » (3.6)

Qz.(,։)=cos(>, —I )0 (/=!. 4). Q,։։0)=s'։u' - I )'; (/=2 3;

L'։(v. G)-=_ i ।.. 6), f.j.. f.)_ Г( ,. G), I

( J f->) = *•’( • ' !)(** • у.1|?Лпс՛’ I hsinr I У1 sii.(--l ) sa ( Tl)0| 

t/4(>. 4=,> *)|(' ns։։.(v+lhcos(>-l)’j •(• : 3)si։i(> I )9|

полхчим япрмап.ш ! систему I lyjiiKîipe-l< ;.xa

Ы -y» i
.՛-1 .-I l
У.УУЛУ: (*==i,2...; (3-d

*» *• I

4,=/«՛ K,=->i <'=i.

n«~- i к«/».
. I

»Й1 —V M".
.»-J

4 ï q-b*:)-.(</, + ()/£. »» = 2
“ I

/>;՛“ f q «. s;' (•<)=( - O't՛;։՝-)/),-'«-)«"'/.)
(//֊1.2....... Z=1.2; «=-1, /=1)

При k—— i имеем к (3.7) .ре строки (/=1. 4); в интегралах /'” 
полагаем Q։i.(ü)^1; = =

В интегралы /jj* из коэффициентов 2) подставляем
заданную величину Gt: в функциях .9f.f(>) заменяем 6։ на G։Z>։: коэф- 
фицпснты и завИСЯГ ОТ упругих ПОСТОЯННЫХ ûj. Рг.

Внедиагональные элементы матрицы системы (3.7) убывают экс- 
поненциально по номерам стрг.» и столбцов. Для коэффициентов Д*', 
Д*.{ имеют .место оценки

|Д^!</г ''Лехр(-2֊А’х ’/.). £=ш1п|Info■/•). 1а(Г</)| (3.8)
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— < = —гtlL_.il/L___ V V О(Г
sin 6 Oib} 2(s1h2j ; ՝2>.) ~ : 7”i

r .0

где c=՝<'(;( -0,5: 1), n= 1. Выражение в правой части ранге
кильниму и'ремеп ению н ршиш. пареза.

Напряжения вблизи вершины не огрипи 'енш> нозрасгакн

3,'(r. ' ’U>(cг» (Лг-е 1 ), г-О

k~b |((՜)4' 4 .А'У7?М(с)

Исследуем поведение перемещении и напряжений я окрестности 
угловой точки выреза, а также но.’, краем штампа. Представим век
тор перемещений из области 121--1£»։=(н։. г1) ։ ри г<^Ь в виде ряда 
по вычетам, взятым в нулях М'( функции На основании ра
венств (3.3), (3.4). (2.7), (2.9) бу ..ем иметь 
«йм »,։. ». п\ 0/1 .. \ 2

(3.9) 
вер।и-

(3,!0)

(3 И)
«•— I I -I

5)=<2{. 1 1 )хс л$( ՛ 1)6—(> 1 >>:п( ՛ з-1 )гсоз(>— • )9|

Здесь -г 4. 5'1 обо:ш чини ш1П|՝яжеиня 4՛,. ?г и -» соогвёт-
ciBvinhi; <• — -3J—(-.iii.niimi к г по величине t •< твеннои чисти пул։, 
ФVI!к illII /)..(•). Rt’4y< I-

Асимптотика напряжений ша : р.км штамп;! г.м ет вид

.!.а)=^|2т:(1-г)| t 0(1). /- 1 О

’41 14;;-. ==-
\.; j I 'л о՝ IM ‘ ֊(.Mill/-f )

(3.12)

(3.13)

Используя (3.8), нетрудно наказать, чю ряды г ки^ффнииентн.х 
(3.11) и (3.13) сходятся абсолютно.

Разрушающую нагрузьу /, найдем, воспользовавшись асимпто
тикой напряжений (3.10) и критерием 13. В. И-иожнловз |8, 9]

</
| «’(г, ОХ/г^-з (3.1 Ц

о
(с/, з -постоянные материала), который после подстановки ^(г, 0) 
примет вид

А 6'.-’(с, 0)^ (3.15)

Если упругие постоянные областей и 12, одинаковы, имеем 
решение задачи для однородной плоскости с клиновидным вырезом.

BRITTLE FRACTURE OF AN ELASTIC COMPOSITE 
PLANE WITH WEDCiE CUT
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«iSr’I.IUTPlhl. U.n-II.QTlMi 1П. Bll.'l.ll.'bf'Bll.l. ^U.PPDbfrälhi 
■1'lurilH. 4?1Ш‘и.511МГС,

'b. 3.. l.liPb'Hi'l.

mö /, tlfnijiU&k l»Öp lllbhrj/rtj UJIlUfAlflJlil tub /IUI-

tp։itji44ii , uipll nt jl pii)/i htitp/f Ч/Л pft LtfftLp/iii ш n. и/Ъцрш jj/Ъ lunwiit/

tt/nftt/Ъ i/l,rpfi[uiö f։ iiLtijll ut!tupnt[ iptptt 1Ц1И^1 ll itt pt[a>&p/i <( ։։։ 4 ш jl fi ?pp- 

•toilpit jpnu( /. ) mpt^tuA tttjjiii ij ni ч fi ii ti/ui iiih/i I) н/Ъ r Ф lujpiuj/iq

(•hup npttp[nid /. iriti/ /։<! {11 nij }> i/r^irrib j/(utlt i iuj4i4ih/i}fi uifh/nfl ji/ui pi
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