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ОБ ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УПРУГОГО 
КРУГОВОГО СЕКТОРА

МАКАРЯН В. С., САРКИСЯН В. Г.

Рассмотрена плоская задача мм уприиго кругового сек.ора, ког 
да на границе дуги окружности заданы нормальные нагрузки в виде 
симметричных сосредоточенных сил. На остальной части .ранииы сек
тора заданы перемещения и нулевые касательные напряжения.

Решение задачи построено на основе классического интеграла 
Фурье и разложений ио тригонометрическим функциям. Пол\юно зам
кнутое решение задачи в инном виде. Для контактной задачи о идав 
ливании без трения двух симметричных клиновидных жестких тел на 
границы кругового сектора ши՛, чены асимптотические представле
ния напряжений у вершины сектора.

/ Как известно [!]. решение глоткой задачи теории упругости 
в полярных координатах г , ц приводится к отысканию одной функ
ции Ф(г, ?) удовлетворяющей уравнению

/£+.1 Д , 2 ! 1^=о н.п
X Эг։ г дг г2 О? ) X дг2 ” дг г2 д'Л /

Компоненты напряжений и перемещений выражаются через фмчк гию 
Ф(г, ?). следующими известными соотношениями;

1 г_
г с)г г" д'-о* ՝ ’ аг՝

I I ЭФ
г агд^ г* д?

ди
тГг ~ Е [(1-Ли—(Ь А=.|

(1.2)

Т՜ - = ֊|П--։)=.-Ч1 + -)=,| 
г (И, г Е

При решении граничны,х задач теории упругости в полярных 
координатах для конечных областей часто бывает удобным преобра
зование радиальной координаты г. Здесь введем это преобразование 
через соотношение г е после чего уравнение (1.1) и соотнон - 
ния (1.2) преобразуются к следующему виду:

д*Е 2 д*Е 
<>/4 д12ду* д։>

(1.3)
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. д'Р' дГ .. . д-Р дР ։ д-Р
д^ а1 д։- иг д։д'±

(1.4)
‘1? = * - (՛*—!) | 4-А'Ио (1 I - 78ЧГ-- >се$ч>

I | -4(/ )(/.сИУ՛ 8!П- ; я||/Ф СОБъ) । /7{/)(/. ЬЙ/'Х С05<г—сФс <1П-) I 811; 1(ф. 

и

Ь . \о^ / 01 |

И;=к±| у Л- _2_^՝| ։,ае-

В (1.3) И (1.4) И/. ?) *:/Ф(? ՜'. ?). л >-произвольные чнстоянные 
интегрирования, £—модуль Юнга, / — коэффициент Пуассона.

Функцию Л(/. <?) для кругового сектора (Л< г\1, 
при наличии одной оси симметрии (՛? -0) пр дсгавим в виде с;. ммы 
тригонометрического ряда и интеграла Фу рье

/ч/. ?) = (.<’ ' г (ь’*+^ *7) ехр(-(7к~ : )Осо.чл։; +- 
А- I

1՛ . кгГ | I .4(/)я11 8111 ■? ֊1 #('•)՛ 11 ՝1 - 1’08-! 1’1 'и—֊ (1.5)
. ?0

Для комнонен 1 напряжении и перемсп-енпй с учетом (1.4) полу
чим следующие формулы:

е 2ае՜ '4- V Ю* -л;)я*ехр(-(>*-\)1) 4՜ 
Г"1

(2--։* ^*ехр (--(«* I )/)]сО83;,7 I /1 Д(/)511/<р8։пу
0.'

- 13{>) с11 .՛■{- со5у | 51п / 1(Р । }4(/ • 2/с11)«С0$’?| г
л

4- /Л' )|/Ч'1и?со< ;֊ 2/ я11/о 4нх 1} со$ /
(1.6)

е-։з: = 2ае 1-֊ V |</А ехр {-(’>- 1)/) 
А-1

1- (*;’ д- Зг* -I-2)6*ехр( 1 1)/)|со8Л(ср I

-к | / )811Л? 5|'в -1- Н(> ) с11 СОЯ ?|(51п I 1—‘' СО5И)б'՜/
о

е 1)й* ехр (—(«*—1)/)4 (2* ! 1 )6д.ехр(—(7*4-1)/)| $:ии^ -
Л-1
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| | |Я(/)(лс11/ у${П=—ьИ'ФСОЯД-Ь 

II

1-г1г^з||։й ]($1п>/ >соял/)— Д | } (лс!и ?§։п? ?Ь/ ? СО5
о

—В(1)(/. зИ/дрсояг — сЬ | |.4(/.)(/с11>'?81п<? ֊ ^11/ гСОЗ’р)

о

Н(/)('§ь.'-р<7)5?? — СЙ/? 8111?) [соя/ ((В (!ле-1

I ■ I . О
Отметим .г.1 разложен не (1.7) для случая шекрегнен о спектра впер
вые было использовано Л. Л Баблояном при рассмотрении гранич
ных задач теории упругости для кольцевого сектора [2].

2. Рассмотрим генерь г и>скую задач՛՛՛ 1еорин упругости для круго
вого сектора (0«£г«с1. когда на границе г— 1 заданы
нормальные нагрузка, симметричные относительно оси ® —0. Для 
простоты примем, что касательные нагрузки на 1ранице г=1 отсут-

/О—!—֊' I 2(1 V | ■:-•■֊֊ I )/)•(֊ ъ
В- I А-1

։-2( 1— 2Д )/>*'֊* хр ( (’* I 1 )/)]<-'0$Пг— | |Л(>.)(л$1и? 81П 'г

о
2(1 >р֊11/ня?) /?(/ .»(/сИ’^соя-; 2(1 <)я|р-$1п<Н ]з1п> ((В

(1 - •* | 1 ■-'՝(' )։?!•'? Ас1|. 7<О8<с |соя^/'~ «(г/И Х՝о$<? 
и

Для удовлетворения граничным условиям, заданным на дуге 
окружное и {/ = 0. 0</?<??о)’ используем ортогональность тригоно
метрических функций, л для удовлетворения условиям, заданным на 
линиях (^=сопы, 0<7<Ъо), кроме обычней о интеграла Фурье, исполь
зуем классический интеграл Фурье, для которого справедливо раз
ложение [3!

/•(/)= 2| | Л(/)(со$/Г—1^\п/1)(В
и О

(1.7)
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ствуют. На границах о=г -з0 заданы нулевые касательные напряже
ния и нормальные перемещения. В силу симметрии относительно оси 
•?—О будем рассматривать трлыо» область (0<г^1, О<'р<<Ро) при 
следующих граничных условиях:

1) -г ц_ =0 при ?=^0 0<г<1 (П<Г<^о)

2) у.;=»0 При ?^?а 0<г<1 (0«оо)

3) Мг’?)=«(0 при ? = 0<г<1 (0 /<ос) (2.1)

4) —(1 при 0<?<<Рс г = 1 (/«0)

О) >Г — <р։) при С<?<«0 ^=5 (/ = 0)

Из соотношений (1.6) с учетом П.5) легко чаметигь. что при До=О
условия 1) в (2.1) (условия симметрии) удовлетворяются тождест
венно Утон.тетиорение же условиям 2) и 3) в (2.1) с учетом разло
жения (1.7) приводит к еле дующим соотношениям:

Лр)= \I с1г "(1՝?||ГГ,| 8-^,1
2'-Ч')

/^Л)в±!^2 Иу?0со>'?0|
2'М')

(2 2)

ГДС

(1 4֊ /а)//(/)= - |//(/)(со3'7 '51п//~е ՛)(/!, А(/.)=1||’/ сояЧо

(2.3)

Ос;ановнмся более подробно на отне-м конкретном случае, ко; щ

п(/)=’ог ' ,п, = ’ог’ ?-'֊?->) (2-1)

которы сею:встс’нуст контактной задаче о симметричном ндач щванин
без :рс'ьвя и< солю;но жестких клинт видных тел ив Гранины

0<г<|) упругого кру свою ч-ктора 
(фиг. I).

Подставляя 12.1) в (2.3), получаем

и соотношения (2.2) нриннмаю! вил

Ц> = 0

ц,.) == '$ 1У?бС<>х^0
2г(1—.’) (1 />')/<с11г/^--сохЧ(1)

(2.6)

- 7՛-8Л/ ;„СО8С.)
2п('1-72)/(1 /?)(с1т’/'«։>—сох’го)

Фиг. :
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Прежде, чем перейти к улонлетворению граничным условиям. за
данным па линии I-(I (0 ч' <((•}. тзмезим. что если шачення ։|тунк- 
цнн Л(X) и Я(/.I н:< (2.6) нодставнм в интеграл Фурье в (1.5). то тем 
самым в дальнейшем операции ните: рдр.шанпя »вменим на операции 
(иффсрсн пирона ним Нс к ։ака>.. ՛, :։ подробности. отметим только, что 

в результате указанной в։лпг подстановки приходим к заключению, 
что вмести интеграла Фу рве и пре ц-танлснин (1.5) госта точно пиит, 
функцию

/•-.(,) - Ы,-֊'. Ь - (2.7)
’ Т.А ’ ~'՜ 1

обусловленную ноликами втор.» ч пор։ ։.к.։ »рснкцнй Я(с) и Н(с) и 
точке ’ / комплексно։։ плоскости.

И. Удовлетворяя । раничпым условпам 4) и 5) в (2 1). получаем 
следу Ютце соотношения

Я=А,А. „,= /1^?.., Лд= (31)
2 гмр. 1» Н1

11«>дс|ак.тнм теперь »вачгнии <ч» .Ьфици. ц'лп (3 1) и формулы (1л») с 
учетом (2.7), ։; |.։\ асм • ։с ։уюшн вы;-ч.лгннм :.։я компонен։ напря
жений;

сЬ — /са$ — - I
------- 1. ֊

֊?Д1 (ей —/ —СН5 —(? ?|))
V ?п гв /

ей —Л<» (- ?։) 1
_ ?<։_____ _____________
/ей — I - го> (- г '?,))
\ ?։> гл ՛
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sb — t
■ i-----------------Ե___________

ch — t — cos — (?—-4j) 
Հօ

(3.2)

sh t sh — t
?o

sin—(c. ?,)
?0 

Z----------- - ------------ 72 r
ch — / cos— (?-! s, 

> TO ?Ս

sin — (?-?,)
■4- - -----—----- —---- —------------ 2

(ch — t cos— (?-<?,)] 
' Հ0 rn /

ClHl.HI МСЖ.1' ПОСТОЯННЫМИ BV III41111 ,J M il /'<„ P I! lb, HUXOIHM |13 VC.1O- 
i:n.i pauem ina н\ по главного вектора к главною момента .действую
щих сил

/\ ,^/Հ,տ:Ո70. />ni;,= s. ■ Հ,/՜ ; (3.3)

Tei •հու. га основе формул (3 2) рассмотрим поязденне напряже
ний около ն чип / —и (/ — -хЗ. Для этого перейдем от координат (/.<?) 
к ւ«օո.;:՚!1 пм (г, ;) и на ки:гм асимптотика функций liai ряжений 
При г '՛■ {'.

Р.т. -ç za. , 70/:'inr ,
?)- -֊г cos—cos—г-/- յ ,4П

TÜ ?n Ÿn ~?ô( 1

-ЛГ. Հ) = ֊2՜ cos — cos — г'7-"֊2 ф t ^hir—( Zj (Д4)
r,j ro ?« 2?n( 1 ՜ ?i>

/.j - - -
Tr.(r, s)= — t: sin— ÇCOS—■“ 

% % =0

!■ пасдетавленин (3.1) легко »а.метип., что логарифмические осо- 
6г‘| i >сги а (и.::>.-1жеиия\ нормальных напряжении обусловлены только 
кон-регным линейным видом перемещений точек ipaiiimiu q—qa. Чго 
же касается степенных особенностей в ыражениях всех напряжений, 
ю они появляются при углах pac i кора кругового сектора ։(..։2>—.’2.

При рассмотрении коэффицненюв ниieiic։iBiu>ci։i .напряжений при
ходим к елелтюишм выводам.

al ipn произвольном значении мглу (>|-»| ) приложения нормаль
ной нагрузки на где окружности (г I) степенная особеннос։ь к 
нормальных напряжениях ИСЧСЗЗС! кри подходе к гочке г I) по нап- 
ъ



равленню <| = а касательные напряжения юсниию. максималь
ного значения;

6) при значении х։ ?0'2 угла приложения нормально;'; нагрузки на 
дуге окружности степенные особенности исчезаю! во всех каиряжеии 
их и касательные напряжения всю.՛'.) ибрашакися в нуль:

в) коэффициенты интенсивности в нормальных напряжениях юс- 
тигаюг своих наибольших значений при ц -<р —0.

■/.Отдельно расе мл гр им случав, когда ^,.-=-.2. ч, - г В первом 
случае (го ~.’2) из второго равенства (3.3) 1.1с:у". что ■.•.—() а из 
первого равенства (3.3,; — 1Ро (фиг. 2). '> -к<՝м случае прел՛ ганлс- 
ния (3.4) нриним.н'я следующий вид;

-(г. -,|= i^cos2> —шг - .1.» 
г.(1 Л)

ЧМ>Лоз2? ’ ' 
г. • «Д - V) «

-г.т(г. «) — — ֊— Siii 2»

<4.1)

Во втором случае (<|о—л) из первого равенства (3.3) следует, hio 
г,— -'2, а п։ второго равенства. *:го Р Р (фиг. 3) Orxn ihm. что ։ 
лом случае хотя показа гели степенен в представлениях (3.4/ сан.»- 
г.ятся равными I. однако коэффициенты при лих стп.иях ста;; ли;iся 
равным!՛ нулю, г) ceri ■ '՝a «ложевв: \ г.<՝ три։ ч! -м, грпчсскчм фсн- 
книям « веипгс!рируемы. нанр--/: исчезают Формулы ( v!) при-
1шма:с1 след\1ощип зил;

Фю 2 <1и; ■>
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•). Рассмотрим задачу, когда на границе г ' кругового сектора
действует равномерно распределенная нагрузка, Граничные условия
принимают следующий вид:

■.. — .ч. — ՛ при ?֊о.
:,.^0 при > = ■ п</о

w.=^e֊r при Г — то- (5.1)

•ri — 1 при 11 / = 0
/> 

3r=—- при / с. -- 0
‘го

В -»том случае функция (1.5) п формулы (3.2) принимают следующий 
вид;

/•'(/. .1 fit--------- 2՞^—
2?։ ■֊՝.,! .’)

,)==-<։. ,,(г. ;)-=֊'■

Зг(г,.) й |.
?0 2?,( 1-'=)

(5.2)

Приведем также выражения для перемещений

//.. {г. с )= - 2>)
%

к. (г. 'f) = ?0՛

?0£(!-~2')
+ 1ПГ

(5.3)

.'О

11.« (5.2) н (5.3) легко замети।ь, что при равномерном нагружении 
границы г 1 кругового сектора степенные особенности и напряже
ниях исче лют и остаются только логарифмические особенности в

՝■• !••;■■֊ напряжений. Касательны։? напряжения всю-
։у рааиы пулю Из всех компонент напряжении и перемещении от 

координаты <( зависят только перемещения и . Отметим также. что 
перемещения в точк1 г 0 равны нулю.

\В XJT ОХТ BOUNDARY PROBLEM FOR AN ELASTIC 
CIRCULAR SECTOR

\. s. MAK XRIAN, V. G SARKISIAN
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il.I HI.iz .11.։Ц1Л. Г, Г.911,1,11,31’1. 11Ь։^1ПЧ- ги.1ГП.Г 1ГЬ b9.ru.3l4! 1..1/НЧ’ 1Г|Ц1Ь1.

•(. и. 1ГиШ11’.ШЪ. •!.. 1Ц1.1՝'М1:ПП.

II. й՝ ф п ф п ։ Ь’

Ч/ин ш/11/1/и>А /, иирР ш п ։иА1/1111/ш11 ’//^'ч/Ъш и /. // ш 11/1/1 !и11(и>р>

11/1/1 м/1/՛) /։ шц1,//р !ч/ррЪ и/1111г 1ч/1 /> I/ 1/ ЬЪ ш/1 //1/ ш ։/>/ т <) /н.<}Ьрр шЬирп։/

р/. п1/Ь /1 11Ъ 111/1//111 <11 И /| 1/111 ///1 /1 ЛЪ 141)111 Л Л 111.4 ГП 11՛ 111/I//11111 1<1/ Ш 1/1/141р 11/11111.-

р / /пЪЪ /. /> 11 //р п / и////и1/ п и/1/1 ш/ /1/1/1 пс^ЪЬ/ч

Ыи/рр /тЛпиГр 1/и/П/нд//тЛ /, /шт Ап///1/1/ (ni.ilи//пирш 1/4/1/ ЦипЫ/у/ин- 

111)/1/1 ^Ь/ЦшА тр/И11/ 11 .?»// Г [1// 4 /1 I/ /пи 11/ I/ <//Ъ //111П Ь 1///4»//) ^/115 11/1/ 1//П//1 и III //! 1/1/ и/А 

/ /ч^1>//1/> 1/п>11/ /тАпи!՝ /• 41//ш/иг шкирт/։
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