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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В РАДИАНЫК) НЕОДНОРОДНОМ
УПРУГОМ ШАРЕ

СААКЯН С Г.

В работе рассматривается осескмме.рпчн.։« .ш.цчча о рагиростра 
нении упругих ноли в радиально неоднородном унруюм шаре при усло­
вии, что на VIо повсрхвогтн нзвсс’.ны ри ши. ыюе и касательные напря­
жении, Изучены также сюячне коле измя ри шально-неоднородного 
упру։ 01 о шара.

7. Обилие а* ир.иу.гь:. Еу<и коэффнииср п.։ ’Е-.зе >. р и плоя..ст։ 
ь упру։ого шара н сс| е| ическт.х коор иватах (/’. ՛-՛. у) заданы функ­
циями:

где лу<- (■[—2),1и; и0. у0- коэффициенты Даме и плотность среды при 
г==го- ՝1=('о ’ ^РоЬНо-

Волновое поле перемещений в неоднородном изотропном упру՛ 
гом шаре г<гй в любой момент времени г>0 определяется не։ тор 
ным уравнением уиругрСТН

(■՛ • 2«)£гас1 (117 и— рго1 гея п-4-ргж1 • г1։\ и 4

— (р1{
~ рга<1рХго1 и + 2£га<1 р ргш! и=о-----  (1.2

С/Р 
при условиях

= 0 Щ
/֊О

Мг». 6, /)։ 5г6(г0. &, /); 5гДг0, 0. Г)=з4,/։(О,/) (1.4

Принимая предположение Рэлея, но которому зависимость меж­
ду компонентами тензора напряжений и вектора переметен»! 

и (иг, и», иг) неоднородной упругой среды такая же. как и дли од­
нородной, в осесимметричном случае име м

, — ы ,О / ։ ди, = дак По\з„=/Н+2и—֊; з/6 = р(------ - --------- ------------  (1.5
Ог \ г о[} дг г /

</н и ~ —
(Л
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где

з..» й x25i (. Ч ՝- ctg- 9 ); м» .\ 
— ctgO) 
г /

(1.7)

йа—-(г*и,). .1. ^(slnOtte)
г' дг rsin^ дг>

(18)

Вектор пер.-меще >и i и радиа п>нп-нёо шородной упругой среды 
предс-.авим через об.'Лщ - uü■(■՛ нлтентмлы Ф։, Ф.. Ф, в следующем 
виде:

и(г, г>. /I grad Ф,(г. г./) - ■ ‘ rot гО1|Ф։(л 0. /)fr|-r rot] Ф,(г ,6, 0t?,]

(1.9)

то есть компоненты векюра перемещений и определим по формулам:

«г=г0 1*4
I dR

- 51 1 / д !>‘\
А? “г՜?- зг ( SlnO -хг-) 

sin6 dfj \ dB /

ич=Г,
I 1 <?ф;

°| аГ ör ~R М я։ф;
dRd*

(1-10)

(I 1!)

го Щ
R М

(1.12)

где ег—орт по оси г. R^rir^ Ф*~Ф, г*, :=1, 2, 3.
Тогда, прелс։;։’.ленис вектора перемещений (1.9) допускает раз- 

юление векторною уравнения .пнжгппя (1.2) на следующие независи- 
мыс скалярные уравнения [I]:

0Ф;-(
4 дф’ J 1 з«ф;

i1 rh2 (1.13)(-.֊2)/? dR (7-2)^ 1 7 А”

ДФ* — • дФ: h
(~2Т^Ф'

1 о՝Ф\
(1.14)(i֊2V< OR /?а

4 />Ф"
(■; ֊2)Р’ ’՝

1 -n (1.15)
(т֊2)/? dR д’.՝

где

. 1 d д | d д /
л _֊ /?? ֊. . _________sino —• - = 1/ cs. —

R^dR^dR /?։slnO ' I г0

2. Распространение волн н неоднородном упругом шаре при дей- 
с։вии на его поверхности радии.tunbix давлении, зав истцах от времени. 
В этом случае обобщенный пот.'нциал Ф’ зависит от R и х; Ф£==Ф£~О. 
Распространение волн в таре описывается уравнением
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гль; 2y ժփ; 4 ւ ժ*փ.
____1 4-____________ - - ----- -------Փ՜-  ____- 
di<- (•; ֊2)/? дК 2)7Հ 1 -;A’2 ժ֊.։

при условиях
ժփ,
~dT

д փ; 

ծ1Հչ
֊;ժփ;

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Уравнение (2.1) и ՝ слоние (2.3) ւ (»уразе преобразования Лапласа 
по т.

Ф*(/Л р} — Ф](/?. -)ехр(-/;-)(/- <2-4>

о 
следующие:

s\.’« »

Решешп уравнения Эйлера (2.5), при условии (2.6) и ограничен’ 
ногти в центре шара, имеет вид

/о= —у(р|^՞ ' (2,71
Г‘о(* — c}(7-d) 

где

I Г* 
2(7^2):

Ветвь радикала фиксирована условием аг^я 0 при р^>(). Сог­
ласно (1.10) (112) н И.5)—(1.8) компоненты вектор, перемещений 
и тензора наприжешг՛ » меют вид

^i/г. r>-֊v( /.)/?■<■-. (2.91

=։дА\/Л^—i—5fl/(/0( R--------у?՝ - (2.Ю
Հ \ 9—d /

где

о --
<П 2(7-2)’

2)

Обратное преобразование 1зплася изображений (2,8)—(2.10) по 

лучим при условии ю есть /(")= '■(■). где '• — функция Дира 
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ка. 8 общем случае .'.՛։՛։ л> -бой /(/;), обращение выражений (2.8) — 
(2.10) на,ходим по формуле свертки.

Из формул [2]

е.хр( -а¥ р։ • г?’)

(2.11)

Л/г- ^) = Л-) } /(V -г֊//։)./։(^)^к

(I

получим

)!«₽ | - К

— R “ I ехр| ^/7эом)б/« 1 (2-12) 

где //—функция Хевисанта, ./, функция Бесселя.

В радиально-неоднородном упругом шаре при действии на его по­
верхности давлений, ил’.и.ящих только от времени, распространяются 
волны перемещений и напряжений. Фронт которых в любой т>0 
о предел я е гея уравнение м
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:"7rs(l

'равнение (2.1.՛) определяет сфер с ра иус-.л՛. /? е՝;р( — 1 • :) 
Быстрое убывание по времени радиуса фронта водны приводит к тому 
что полны перемещений и напряжений оказывают существенное воздей­
ствие июли ni поверхнос ти шара. Эти волны нс походя! до центра шара 
и следовательно, от центра отраженных ими не возникают.

В формулах .2.12)- (2 ։-Ь тлены шли фукнпн Хевисайда пипец- 
в.нот волны, которые in шпникают п (инородной среде Она расяро- 
■ i j.՝,j н яг i %•>: ՛■՛: I.H-KIM и ее поягмриш1 МЦЖВ ՛ ՛՛"՛ пн i՛;. .iiiciicpcHvii про 
.ходящих волн г. неоднородной среде Bi'.Tii и; фронта (2 15) так на ш 
васмая волн:։ со слсло.м имеет конечный разрыв, который следует из 
форму.: (2.12)—(2--4). если учесть, ՛>;՛՛ предел г ։ри с-*0
конечный

Рассмотрим у гтаиспиииннеся волны и /ади.тлькоиеплянродном ша­
ре. При граничном условии /(-՝=vj< ՛ получим

,M/?.H = --°:°ff''+lexp-'f<-֊ (2.161
W’“*)

:дс фаза ‘J определяется соотношением

Q =»<•»•։—In/?՜1 p՛ _L п (2.17)

Из условия 9—const определяется фазовая скорость

= ■■■/?

Вп.тпов.тг число с.н тующес:

(2.18

(2.19

Чля групповой скорости ihus'uim пыра/кенне

= «11/ ±
<!К и» •' . 7—2

(2.20

Фазовая и грепновам < и- ти (звисяг, как видно из формул (2.18 
н (2.20), от частоты координаты /? и величины у.

При частотах, меньше предельного

I
_ о

(2.2

?, ра (нальпо-неодноридком шаре ноя вл.ио тс я стоячие колебания.
■?. Резонансные частопл раРиизьно-геаднородно^о упругого тара 



при стоячих колебаниях. Рассмотрим решение системы сравнений 
(1ЛЗ) (1-15), полагая, ’гги обобщенные 11О1свииа.1Ы имени вп ।

ф;։«, > . /=1. 2, 3 (3.1)

где /• (сояС) функция . !еж։։вдра, в 
ное и касательные напряжения равны

Подставляя (3.1) в (1.13)- (1.15)
нений

<1.1 1он1-р.\нск1 и шара радиаль- 
Н\ Л к։.
и (1.4). имеем сиси-му уран-

иг<г ‘
///е | П{П

) <«1Х
) - =0

R2
(3.2)

‘•ля _
с. .

п(п ■ ՛> =0
R-

<

(Пё 1
'‘ин 1).г 

1 ~ R՝
(3.4)

при граничном у словил

Ро# Г. -2)Н֊| 2а± 
д;^

1 =0
1А 1

(3.51

•Я' •՛ 1 ()1Ь_
/г <)՛> ‘

ди՛.
— 1՜ 
дЦ

к"|1 п
/? ] 1 1

(3.6)

1
1

?т
М?7՜*' о и, 

д!{ /г
(

. 1/6-1
= 0 (3-7)

где

«/—Го п{п : 1)/<
’Ч

/МсоъО) 1.3.8)

// = = ГС Д'
Г>՜ Н<

л/г
<//\.(Со.ч5)

(3.9)

и. — -
7/-,л|ео$0)

(3.10)

Решение \ равнении Эйлера (3.2) —р.4). при условии осраничсп- 
кпсгп в центре шара, следующие:

?,(«)-Л,/?’" Л %(«)=«./?•’"••; - (3.111

где Д, Н(1, С«~ произвольные постоянные.
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Р.1 шальные колебания неоднородного упругого шара имеют место 
при /1 — 11 Решения (3.11) при к — 0 с граничным условием (3.5) (3.7) 
даст уравнение частот

(*а֊')(%֊'0’ п (М2)

Корпи \раш1'֊пия С՝՜?), >.:ре.г.-.вч'|:ч1!-.՝ роз->’|лнгны< •1йск»ты ра­
ди.?, л.пых колебании. следующие:

֊֊■. «;„=2| 13.131'

При /••><!. подставляя (3.111 в граничное условие (3.5) (3 71, 
получим озлорадную систему линейных алгебраических уравнений 
относnie.Ti.iio Д.,, В.„ С„. Условие, при которо г однородная система 
имеет петри՛иальное решение, следующее:

-\„(и I -{(\֊с)| -с) 4|—(,- 2)//(л . 1)}[('-. '•|(з֊г֊21

-)-//(// 1 1)]-4//.(л ‘ 1)(7л-г-|)|5л-с- 3) = Л (3.14)

Корни уравнения частоты А.1--1 о
Таблица /

к

н 1 2 3 4 5 6

2.5 2.3665 
4-1722

0.0016
2,86-17
1.1722

1-2245
4 0385
4-4722

1.6942
4.4722
5-1739

2,2565
4.4722
6,9535

2.9270
4,4722
8,366’1

3-6715
4,4722

3 2,58/1
3-164

2.5821
3.4612

о.0030
3.0417
3,1612

1.3040
3.1642 
4-1851

1.9568
3.1642
5*4777

,’.69! И
3.4642

3-4612
3.512с.

10 2..362
849

0.0' ИЗ 
2.2362 
2.643՛։

1.4912
2.236'

2.2362
2.4089

2,2362
3.2-412

2,2362
1.2849

2.2362
5.2334

Корни уравнения (3 11) определяю։ безразмерную величину резо­
нансных часц>; ра .на.и,по неоднородно։'• упругою шара, которые тля 
некоторых п и •; приведены з табл. I.

\\A\F.S РН(Я“>С.\ТЮМ IX Р.ХШЛМЛ ХОХ 1! ) \’.ОСИ:М;()(Л 
Н Л5Т1С $РНЕКЕ

5. (1. >АНАК1Л.Х

12



|ԷԼԻՔՆ1|ք*|» SIU'IUTIINIP ս11.1Ւ1ԼՎ4.Ա.Տ1«Ն֊11.Ն:1Լ։ր11.11է։Ո- 
1Լ11ԱԱԴ11.Կ11.Ն WHIMF

II Դ. ւււԱԱևձէէՆԱ մ փ ո փ ո I »I՛

ՇարՀաւ]դաւին- ան Համասհո ա tic օդական yby/z »nzi7։i։p րրւձվէսծ Լ l>t/ 

րաքիհ խնդիր, հրր Հայտնի են շաոտվդային հ շօշափող րսրամներյւ մւււկհ- 
frltinjf/ft if րաւ Ներկա յաշ)նեյէէւ[ in I. դ ։ր փոխ nip t ան ւխ.կտհրր րնդՀ ոէնրայյւք <4^ 

и/ нт ե՚էւ i/ ի tu/ն եր ի միքէէւք. ան Հա du ч hu աոաձդական ii pjiiiit/այրի շարժման 
վհկւԱպււււկան Հин/ա и արւո il ր տրոՀփեք / ի {"‘՛րի') անկախ, ււկայ jmjl, ւյի!ի1> 

ր^նշւիաւ Հաւ1 ttttt ար ա ւէների t հէէէնէր՛ ?> տ ււ ա ս՚)> է՛. 4 ն ե ր ի t/ h ttf ր/ri ii "I*",''/!'! են 
Ոեղէէնա ն и tu յ ին Հ աճ ա/и ni P յան ).՛ h ր ր

Л Jl T Е P А Т У P A
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