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Рассматривается шдача усреднения уравнений Максвелла для 
среды с упорядоченной микроструктурой, локальные свойства кото­
рой резко и «меняются и предс-.ах одной ячейки периодичности Ши­
рокий Kpyi физических <адач. сия апиых е нроблсмои усреднения, 
рассматривается в [I 3], общая схема угрели, ; задачах электро­
магнетизма представлена в [2]. Вывод ос родненных уравнении Мак 
свелла и общая вариационная формулировка задачи на ячейки для 
смеси изолятора и проводника приводя ich и а [4]. В данной работе 
построены решения задач на ячейке и получены формулы мя эффек 
тивной комплексной шэ.чекiрической проницаемости слоистого ком­
позита. однонаправленного волокши к>.и компо нуй, а ы։кже ко.м.чо 
зита с дисперсными таронымн пк.по синями.

/. Следуя [2], рассмотрим отчему уравнении .Максвел, а для 
неоднородной среды с периодической структурой, предполагая, что 
тензоры диэлектрической иронииаг.могтч ч>. . магнитной проницаемос­
ти |Ц.у И 'ЛСКТрОПрОВОДН։КТ;| зАу являются Y- ’ерподичными |2| по 

пространственным в-рем пн дм у=л .. где j -малый положительный 
параметр, характеризующий размеры ячейки пери ..»личности. Свшсг- 
в։ материала будем считать и сн очными ля cooiветс:вую:цих точек 

параллелепипеда Y с ребрами (<=1, 2. 3) и центром в начале ко­
ординат, а также всех парашелепини .Он, получаемых параллельным 

переносом на векторы (пх целые числа)

(сг д •. )Л/, 11.1)

Рассмотрим ионе теине такого материала в монохроматическом 
поле г временным множителем ох|-{—Ли/) предполагая размер ячей­
ки а .малым по сравнению с длиной волны. Первые тиа соотношения 
(1.1) формально объединяются к одно

—(1 ■'֊) 

после введения комплексной диэлектрической проницаемости

=Б*>՜՛
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Система уравнении Максвелла для рассматриваемого поля имеет 
вид

+ /’=rot Н7, —1ь,№ = - го'. <rr* (1.3)

<Ну/> = р- i»lv/f’ = O

dlv(— i^D7 • /'*)—О. —■ !<•<,. djv/’ —(՛ (1.5)

[J соответствии с метолом дв\.хма> .шабиого разложения [2] ре 
incline уравнении Максвелл:։ б\ 1с.м искан к виде рядив по параметру 
а:

F (л} = / '"'(.v. у-) | у) - . .

/7(д:) =.//՛<>(х, у) 1 •■') • . .

в которых t'W, . /7<С', /;<> ЯВЛЯЮТСЯ Г-иерИОЛИЧНЫМВ по

переменным у~ л՜?. \ налоги՛: и ье разложения для />՛’, /?’ полу-
чаются из (1,1). а разложение для плотности объемных зарядов рэ 
следует из (1.1) и начинается в общем случае с члена пропорцио­
нального а՜’.

Подстав։։« упомянутые разложсня в (1.3)—(15) и приравняв 
коэффициенты при одинаковых степенях 1 и л”, получим

roty/A01 -« О, гок£<0'=0 11,6)

divv(-Zu>/> -f Л) =0, div,.£<°)=0 (1.7)

dlvyD<v՝=fr<-» . divvy’<0)—Zwr/-1’, —Ао/>> । 4֊ roty/7<n

-iu>B<0> =. -֊roU^°՝-roty£<;’>. <Hv.r/>4֊ dlVvD<’> = pW

dfVrfl<04dlvvB<’> -О (1.8)

Здесь индексами х и у обозначены переменные, по которым выпол­
няется дифференцирование.

Применив к полученным уравнениям оператор усреднения 

где |К{—объем ячейки У и учитывая периодичность слагаемых во у, 
получим условие <о< ’>> ֊֊ о, а также усредненные уравнения Мак­
свелла для эквивалентной однородной среды. Эти уравнения пол­
ностью совпадут с исходной системой (1.3) —(1.5). если в ней заме­

нить ... на средине значения нулевых приближений

</(|,)>.........зависящие только лг макроскопических переменных д՜.
Уравнения (1.6) (1.7) описывают локальное поведение материа­

ла. влияющее на эффективные характеристики эквивалентного одно-
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о материала. Из (15) следует гвовайис периодических по

у потенциалов »(х, у) и (х. V):

^ = </-<0|>(х') 1 ?гз<1 ?(х. у). Н ֊ </7‘*Хх) - £га<.1Хх, у) (1.9)

После подстановки (1.9) п (17) и разделения переменных

?(х. у)х=<£?»>(Х)Ф (у). Да. ^«х<//о>(х)Ч-п(у) (|.1О)

получим систем՛, уравнений ля определения > -периодически < функ­

ций ФДу) и Ч\(у) (ч -’1, 2. .3»

К/у))('\/+Фп Ду))* -о (111)

(1։»/(у))('м/• *•'</(>•)> »"0 (1.12)
Здесь и халее <апят1»ми в индексах »тмечастся дифференцирование 
по локальным переменным

Используя (1.9) и (МО), запишем выражения для нулевых при­

ближений /|(| и /<։0>:

- 4֊ /^ = -МСл(у)(^ 4֊ Ф, >(м))<^>> (х) (1.13)

52>=|1т*(у)(%*4 Ч\иу))<Л/'?‘>(х) (1.14)

Усреднение (I 13) и (1.14) приводит к материальным соотношениям 
для эквивалентного однородного тела

֊£Ш<^ГО)> - <у * > - - </?0)>։ </^>—£тл<Л/£»>>

с эффективными постоянными, определяемыми по формулам

։Л;.=«Х;-« •՝>. (1.15)

ч которых вторые члены да: т поправ н к средним значениям посто­
янных <^„> и <‘‘г,

Наличие границ раздела Г требхет । ри решении локальных задач 
выполнения условий

|6‘]։ ‘ ' “• |Г|Т •/=/*.. (Ы6)

Здесь |/||*₽/|- /։ р; гг ст| предельных значений в данной точке Г, 

'—нормаль, внешняя ՛։<» итш^шенню к области 2, , плотность по­
верхности зарядов нл границе рвздела. Поверхностными такими мы. 
как и и | 11, пренебрегаем к сил конечной проводимости компонент.

В нулевом приближении н< (I 16) следуют условия
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I ■ -0. |А(,1>|г- >ш = 0 (1.17)

ih tiM.il. чуемые при пол\ чснип черно.игческих решении уравнений (1-11) 
и (1.12).

Задачи об определении эффективных магнитных и диэлектричес­
ких постоянных решаются независимо. Ограничимся в тальвеншем 
рассмотрением примеров расчета эффективных значений диэлектри­
ческой пропинаемое ти, считан для про։ । о ты неоднородную среду изо­
гро иной в каждой точке

=-*(У»;'-л (1.1«)

Следующие из (1.17) i՛ (I 13) условия । л границе раздела I примут 
в гаком случае вид

Ь*(^гФя^.)|г ■ ъ-0 (1.19)

:х ним, очевидно, можно .'■.оСнн-ить условие непрерывности Ф,- на Г:

|Фл1 ~ о (1.20)

2. В качестве преете вше го примера рассмотрим слоистую неод­
нородную среду, периодичную по с, <■ периодом з. Будем считать, 
что ячейка периодичности )' единичной длины состоит из .V одно­
родных слоев (р 1, 2. . . АО с. относительными толщинами И,, 
(А. | ... --/гр .) и гиэлектрическими постоянными у*. Из (1.15) сле-

А
дует, что г*. =<.^6,.„п । ри т •£ 3, а

Л / /Аф \
е.^<г*(Ул)(гЗ'»+ Т~)> (2.1)

\ <Ул /

Зля определении 1— периодических функций Ф-Лу.,) служат следую­
щие из (1.11) и (1.17) обыкновенные дифференциальные уравнения:

У:))՜՞
с условиями на границах слоев

I г*(Уд) ( ч (J֊>r ) | = о (2.3)
! ' f J|՛

1 з (2.Л), (2.3) нытекаст, что в слое

^/ФгХ 
> — ] — f«=const (2.4)

а следовательно, з*, —с„. Кпнстшты .,. опре .елюотся из (2.4) с по­
мощью условия I периодичности функций <14,(у3).

Итак, в результате несложных вычислений метод усреднения при- 
водпт л известим. [5] pai тетиым формулам лля ненулевых компонент 
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тензора эффективной комплексной . иг-мсктрнческой проницаемости сло­
истой среды

вп=г22~2\. (2-5)
р- > р

•1 Более сложным является расчет эффективной диэлектрической 
проницаемости однонаправленного волокнистого композита с перио­
дической структурой. Предположим, что волокна композита имеют 
круговое сечение радиуг.ч /?. а оси их перпендикулярны плоскости 
л’1№ и проходят через юнгры ячеек. Рассмотрим такую укладку воло­
кон. при которой и поперечном сечении композита волокна образуют 
правильную квадратную, либо правильную треугольную решетку. Ячей­
кой периодичности 1 с.|\жат единичный квадрат или ромб с единич­
ной стороной и острым у|лом в 60° Матрицу К։ и волокно У։ будем 
считать изотропными и однородными, полагая значения их комплек­
сных диэлектрических проиицаемостей постоянными (а*։ и соответ­
ственно). Из (1.11) следует, что в таком случае в каждой из областей

и К, функции рг=ря(у1. уг) являются гармоническими, условия 
на границе Г (у‘-|-у֊ = №) раздела волокна и матрицы имеют вид 
(1.19). (1,20).

Двоякоперноднческую гармоническую функцию Ф։ комплексной 
переменной г = у5-Муг следует ’6, 7] искать п И։ в следующем виде:

։'(2Л •■!)/
Ф, =. Д<»|?е(-7«Ч ֊.(г)) +- V ДО! 1Ке (3.1)

(2/г • 2)!

Здесь Л(!\ (/г = 0. 1. 2, комплексные коэффициенты,
1(с)—функция Вейерштрасса. для квадратной и •;=2,/з — для 
правильной треугольной решетки.

При получении рязложепи • Ф։ в тригонометрический ряд на 
контуре Г следует воспользоваться разложениями *.(г) и 1'<г*-”>(г) в 
ряд .Зорана л окрестности начала координат 16|:

-,(г)=Д-V (3.2)

Значения констант я* приведены R |6].
В Области Г։ функция Ф։. регулярная в точке г = 0, предста­

вима в виде ряда Тейлора с комплексными коэффициентами

/?ЛЙ+1Ке(г//?)։*+» (3.4)

Подставив разложения (3.1)—(3-4) при г=/?ехр(/0) в граничные 
условия (1.19). (1.20), получим выражения для коэффициента Л)0:
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/ \ £1~։^
- Г— ( 1 + v )• *= 7T7- (3’5)

(здесь r=|Ks | Y | — объемное содержание волокон) и бесконечную 
систему алгебраических уравнений для определении коэффициентов 
/Ц’ЛЛ (А=°. 12. ••• )

ЛД.,4 «А?-’* .4П.1А։ = _Л— 
к О • • Zl'

(3 6)

^/)lt=Q,, ') r-1.2, .. j

Коэффициенты rV/Д ։ (£=0. I. 2, . .) при это i выражаются как

Воспользуемся выражениями (3.1). (3.4) для определения тензора 
эффективных комплексных диэлектрических иронииаемостей однонап­
равленного композита по формуле (1.15). Вычисляя соответствующие 
интегралы и используя свойства симметрии задачи, получим вы­
ражения для ненулевых компонент анизотропного тензора

л л л / 9Г \
։^=е;(1‘-;1 = ’Д = г;(1 (3.7)

՝ /т /
Приближенное вычисление .4(’։ г .побои ■ епеныо точности не 

представит большого труда, если воспользоваться при решении систе­
мы (3.6) разложением неизвестных коэффициентов в ряд по R или V. 
Упомянутый прием приводит к выражению, которое при необходимости 
может уточняться:

• у*՛ Лх4«* \
(1-| хс)։/

-ь (3.8)

Здесь 1—0.151 и А’ —7 для греуголыюн и /1 = 0,012 и /г =5 для квад­
ратов решетки. Первый член в (3.8) совпадает с известными для 
квадратной ренет и формулами [5] Поправки, вносимые последую- 

.niiiMii членам и. как правило, невелики, например для гтск.т» .плас т нка 
(fi = G и r-j —2.5) е квадратной укладкой волокон второй член не пре­
вышает 1% от первого при t՛ - 0,6. При выводе (3.8) не использова­
лись предположения о близости ш электрических цроницае.мостей ком­
понент или о мало» in обы мною содержания волокон в композите.

Отметим, что локальная задача С.II). (1.19), (1.20) возникает 
.при расчете эффективных коэффициентов Теплопроводности /։/ п 
композите с периодической структурой [3] гак, что формулы (3.7), 
(3.8) годятся для подсчета компонент irn.iopa ц в однонаправленном 
волокнистом композите с изотропными однородными волокнами К2 и 
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матрицей У։. имеющими коэффициенты теплопроводности 7.2 и >.։ 
соответственно.

7. В качесик֊ последнего примера приведем пространственную за­
дачу .՛։'. <1Преде.1е։и1И эффективных д։ил цтрнческих ։ ;)О1ши;к ми-ч й 
однородного изотропного диэлектрика с периодически расположении 
мн елноро.-.ными из тронными пирспя.мн вклкги ниями радиуса 
*/? («—х<.рак'."ря .|(1 рз \։ер р-.бра ячейки периодичности чУ) Для ре­
шения такой задача требуется построение У-периодических гармони­

ческих функций Ф^у). уд »вле.-ниряклпнх на границе Г раздела свя­
зующего У, и включения /г условиям (I 19) и (1.20) при 1,2,

Лналп) некая локальная зализа. возникающая при усреднении 
уравнения теплопроводности. решена в |3] с помощью разложений 
прядь։ по ш риодичт.ким ։ армопп ч ч ՛:•.։։ м функциям, являющимся прос­
транственными анало амн фунмшч Всиерштрасса. Воспользовавшись 
данным решением, выпишем юговие соотношение >ля шарового тензо­
ра эффективной диэлектрической проницаемости композита г шаро­
выми включениям։։, располагающимися в уздах кубических решеток:

) I • (г? ■•')л * ։ /ч.. л а-?» ЪЛ՛’1'-4
1 1 \3 (7 ; ЙЦЗ / ֊

Здесь 1 93,92В (Ля ..рш гий кубически։; решетки. I •9.312֊ ։ля объ-
емноиегприрщшвпии и 1--0,496—для гр.пк'ц-птрпривянци։': реш« ток.

МАХ Д’Ш. 1-д?1 \TIONS ГОК КОК НОМОПЕЫЕОич ЧЕША 
\ViTI I РЕР1 )Г)1С зткиспда

/X I X: |;\1\ И Л. 1<( ՛ П \VTSI V V. X.

1П1.Р1Ь|.|||.|» 'М|,р|Ц.р||.ц||.|| 1||1||.ПНР1։||ДН?||||։
ll.bJI.HIJ.ИШЬ 1Г1՝.՝.ЦЬ1,11.;||'1՛ Л.1П1.Г

II.. !•. !«.11РЪН., 1>. И. ։^III•’M՚!^IЦK^.•^.. •!. •> ■ПШ^ПЪ

и. |Г ф П ф п I .1

',1и>{։р1ц11и1(111Ъ 11ППЧЧ чч\ 1Ч1<] иг)/ ՝. чи!՝<ин1, п ><՛/м՝«"/(р/> гу/։ ш шрI) -
'/шг/ I. и՝"'!,пн/и1ишр>1иГ}</,р11 Ь

и1.1иррЬри11/шЬн111/ч/Ъ р\->ч՛! ։{р1Н /пЬ7/ /»ЬЛ/>/| /шд/п // тншд*
1[шА /,Ъ 2!>111ии<^ир 1Ц1Ч}/и1>1. и/44^1)111 1/1ц[ и/[1, /чн/ц^Ъ

(шЪ, <7/։ ш '[г/ч>р Iч"- р ^пинифчрфшд '7/',//"я/'’
11՝1н(п> >р)1 ')11,рдрш11'11(.р»11 // <>>{п( 1>1]/н/ф

‘гтишр ршЪш^иЬр»
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