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В настоящее время широкое распространение, как при изучении 
статических, так и динамических задач теории упругости, получил 
метод граничных ншегральных храпиений [1]. Основным его дос
тоинством является понижение размерности пространства, н котором 
ищутся неизвестные функции. Использование этого метода а случае 
нестационарной задачи о деформировав ин анизотропного прямоуголь
ника приводит к необходимости решать систему, состоящую из че
тырех сингулярных уравнений, удовлетворяя при этом приближенно 
всем граничным условиям. В дайной работе показывается, как -л у же 
задачу, используя идеи метода сунс'рж'зиции [2, 3] и введения в 
рассмотрение вспомогу тельной задачи [-lj. можно свести к одному ин
тегральному уравнению. ншнсящему ։»՛ параметра преобразования 
Лапласа. При -лом удапся удов. 1՛ творить точно всем граничным 
условиям, кроме одного, что существенно отличает предлагаемый под
ход от классического метода граничных интегральных уравнений. 
Для решения интегрального уравнения шиной работе применяется 
метод Бубнова-Галеркина Решение же. зависящее от времени, по
лучается путем численного обращения Папласа, для чего использу
ется метод регуляризации А. И. Глхоновя [5] Эффективность пред 
латаемого подхода проиллюстрирована иа числовом примере.

Рассмотрим динамическую <а шч՛. о деформировании упругого 
анизотропного прямоугольника, занимающего в плоскости Охулд об
ласть П —[ а; л|Х[—М ]. Предполагаем, что на границах прямо
угольника заданы напряжения, распре, кленные таким образом, но 
оеущеез влястся симметричное сформирование.

После применения преобразования Лапласа поставленная задача 
сводится к решению системы дифферент изд иных уравнений

Пгг-гС։<//.-.- 4- (cn-r-cu)^=/J5M
(С« + 4֊ Си^гл ±C33'Utt=P՝V

при следующих граничных условиях:

«« = с-ии, |-с„’с. = р)
= если Z = ~I

Зхл — + р)
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*.r.- =• gJ/g-t i'.<)=0. если x— v,, |e|ssl

где x=xl.b, z^x^b, ՛■=< » x—безразмерные координаты; а»в։^. 
г՛«/Zj/d—безразмерные компоненты вектора перемещений; х=?^*.'С{:։; 
,о-плотность материала; с„ * с44=с^с;։. (4р сзз
—модули упругости); rt — a'b\ р -параметр преобразования Лапласа.

Общее решение полученном граничной задачи, зависящей .от 
параметра р, и соогвстс ниш .՛ методом супер полиции [2, 3] выберем 
в ни.тс:

и(х. z, р) = F^shpx V v а1пД1п ch о<я z sin *n(x--ft} + 
n I I -■ ։ .2

֊ £; v £<*/>,* sb 14* x cos ?*(3— I) (1)
* J i ֊1.2

v(x, z. p) ----.40 sh '։.՝ -I- v v Hln sh './nc cos a„(x—•<)-}-
.■Г-1 7“1. •.՝

4֊v V /Whj4*A-sln3A(-’-l) (2)
л-։ s J.՛։

где Bin, Z?./.—неизвестные постоянные; 3* = k~. ~ п-к/т,-, h=p!>f ci}‘,

n - . A - If”

Чп и up.—корни биквадратных уравнений;
֊К^з К«)Ч- i /’1)(с։։«'Ч-д։)=о

G»:1’ -|(<՝iJ-R։J)a՝}J-GJ(<«/! л։)|г • (<\Л i
i = 1. 2

причем и если корни действительные: ч, = г!?л
и |1:й=а2д, если они комплексные.

Следуя [4]. строим вспомогательную задачу, допускающую ре
шение в замкнуто։: форме Для эн>го вместо нормальных напряжений 
считаем заданными на границах нормальные перемещения. В резуль
тате коэффициенты, входящие в (I), выражаются через переме
щения на границах /։(х; р), t\(z\p) следующим образом:

Л.-—. В֊:^---- /" , .
shit GshSm-bsh^fl

Ло=-^-, Дм=---- f-^----------—------ , D1։=m,D։,
sh/эт, £>։*/n*Shp Avj4-Z>.4shp?*T,

где
, ?п ачп'чп sh^n Z>2*3*—p2> shjijftT)
^=“-----z--------- г?—» -------—----7—•sh'.jfl pift—PiftPft ShpiA-TJ
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Ло = п֊ I Л(х: p)dx, 271

J

<«0 = -֊ | Л(-;/'И<.

/ы - “ I fx(X\ p)C0S2n(X~r,)dx

1
/»= | /,(г: /0cosfr(*-l) dz

-I
Для определения функций /,(х; р), /2(г; р), выполняя гранич

ные условия для нормальных напряжений исходной задачи, получаем 
систему интегральных уравнений, которую можно упростить, вырази-: 
/։(х; Р) через р) по следующим формулам:

2 лт? Л» ՝)/(/*«¥’’!)
Г. \Р 1 Л /

= | Ъъ(х\ р)/՝(х\ р)йх) /Ак(р)

-ч
Относительно неизвестной функции /\(х; р) имеем интегральное 

уравнение

— I Нк[х-,р)/г(х\ р)4х—У ^^cosafl(x—g) I ft(x; p) со$«„Х
*~i A dp) J "։ Л՛ J

i 4
X(x-rt)dx+ -f^chpx \chpx fdx-. p)dx c\h^ |/x(x;p)t/x- 

-4 -r(
(3)

-V chpxg։^-gdx;p)
*-։ Ak(P) chprt

Здесь использованы обозначения:

£/(-*; Р)=[(^1*и:*4 + е „3*)с11|12А-л:] гк
А(^)=1(^|*^։*4сп^)7П^сЬиитгр(б2*|Х2>-!

^п(р)=[(с։։ачй1л4-с։зг։г։)/псЬо։л4-(с։заЛй2„Д-с3/2.,)сЬо2/։|/7л
tn — /П5Й6|Л -зЬ?<-я; г1(=Ь1кткзЬ\^кТ1 4֊ />2^Ь«2Аг,

1 I
^«0 = 4 I ^։(г;/?)со$^(г-1,и/л

֊1 -1
Отметим, что при получении уравнения (3). были го иго мдов- 

ле'ворсны граничные условия

sтr=ul ~cuvг=gdz> Р)
3-гг = О«(и«4-^х)=0, если х= -■ 7;, [2]<|

46



з«=£и(И/ + *’л) = 0, если с=±|
Для решения интегрального уравнения (3) можно использовать 

различные метопы, например, метод аппроксимации сплайнами, метод 
Бубнова-1 алеркина и др. В работе применяется метод Бубнова-Га- 
леркива. который основывается из ^проксиманив перемещений ла 
границе функцией вида А(р) -■ П(р).\ .

Разработанная методика чиелгни*. аналитического исследования 
нестационарных процессов деформирования является удобной основой 
для эффективного решения разнообразных конкретных задач соот
ветствующего типа.

Б качестве примера было изучено поведение напряжений в ани
зотропной прямоугольной области, находящейся под действием неста
ционарной равномерно распределенной нагрузки, приложенной нор
мально и симметрично вдоль его больших краев, экспоненциально 
убывающей по времени: ехр(—$')> где £—{1: 10}. Расчеты проводи
лись для нескольких геометрических размеров >)={!. 2,3}. При этом 
в качестве упругих постоянных использовались модули упругости 
при нулевом электрическом поле для пьезокерамики ЦТС—19.

Следует иметь в виду, что в каждом конкретном случае точ
ность численного исследования гмщ. • » зависит от выбора зна
чения параметра регуляризации, а также шага разбиения Расчеты 
показали, что при выполнении процедуры численного обращения Лап
ласа при нагрузках ехр(- ՝), ехр( —10՜) целесообразно выбирать значе
ния параметра регуляризации 10 в, 1()-: соответственно, а таг сетки-рав
ным 0,033. Уменьшение шага (0,02) с\ щественио не улучшает точ
ность решения, однако, позволяет значительно увеличить интервал 
времени.

На точность решения как функций времени значительно влияет 
также погрешность, получаемая для изображений. В основном, она 
нс превышает % относительной погрешности за исключением нес
кольких точек р., в которых может достигать 5%. Это обусловлено 
медленной сходимостью рядов для напряжений на । ранние области.

Критерием для оценки качества полученного по изложенному 
методу решения являлась точность удовлетворения граничным усло
виям. Вычисления показали, что относительная ошибка для нормаль
ных напряжений заданных на сторонах прямоугольника, в узло
вых точках ~1 не превышает 6% для ь1 и 10% для 8=10. Краевые 
условия для нормальных ахл. и касательных напряжений удовлетворя
ются точно.

Определенный ни герое в рассматриваемой задаче представляет 
изучение характера изменения напряжений по длине прямоугольника 
с течением времени. На фиг. I, 2 показано распределение, напряже
ний для е = 1. )] = 3 вдоль нагруженной стороны, где сплошной линией 
дано поведение напряжений на интерачле [0. II] в точке О։(0; 0.8); 
штриховой -8 точке О2(։)—0,06; 0.8). штрнхпунктирной—в точке 
Оз(т]’. 0,8). На самом деле, значения напряжений получены на [0, 19]. 
ио ввиду малости с ростом т их значения на фигурах не приводятся.
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Фиг. 1

Как и следовало ожидать, изменение напряжении с течением вре
мени в точках прямоугольника протекает по чипу волнового зат\ 
хающего процесса. Первое максимальное значение во всех рассматри
ваемых случаях является наибольшим и достигается достаточно быс
тро после момента нагружения. Причем, что касается напряжений о.г.г, 
чем ближе расположена точка к непогруженной стороне, тем меньше 
в пей наибольшее значение напряжения и раньше оно наступает. 
Например, для квадрата при параметре к- I н точке 0՝ наибольшее 
значение принимает в момент времени т = 0,46 и ранно 0,4205, в точке 
Ол—в момент т՜ 0.22 и равно 0,0713. В точке напряжения з33 рав
ны нулю, так как она принадлежит свободной от нагрузок гра
нице

С уменьшением отношения сторон для фиксированного е= 10 
максимальные значения о.։х в рассматриваемых точках отличаются 
незначительно, так же, как и соответствующие им моменты времени. 
Исключение составляет точка О, в квадрате, где имеет место неболь
шой рост напряжений Для е = 1 картина несколько иная. Здесь 
при малом изменении величин наибольших значений в точке О. 
наблюдается сдвиг экстремальных значений по времени: чем меньше 
вытянут прямоугольник, тем раньше достигается максимальное напря
жение. Так, для т) = 3 максимальное значение зЛХ наступает в момент 
времени х = 0,82, для г,—2 х«0,71. для т}=1 -=0,46.

Максимальные напряжения действующие в направлении 
приложенной нагрузки, в этих же точках значительно превосходят со
ответствующие значения од-г.

При проведении сравнения вычисленных напряжений э., за
метно, что для всех рассматриваемых размеров и нагрузок наиболь
шие их значения убывают по .мерс приближения точки к непогружен
ной стороне, причем в точках О։. О2 достигаются одновременно, а в 
точке несколько позже. Это .хорошо видно на фиг. I

При анализе численных результатов следует отметить, что с умень
шением отношения сторон для фиксированной нагрузки наблюдается 
незначительный рост максимальных напряжений агг во всех рассмат
риваемых точках. При этом наибольших значений напряжения 
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достигают одновременно в соответствующих точках для всех аз^Тык 
размеров прямоугольника, за исключением случая в—I, ц•» !. когда 
имеет место смещение их к началу нагружения.

Характерной особенностью всех рассматриваемых случаев явля
йся гот факт, что максимальных значений напряжения достигают в 
тот момент времени, когда нагрузка резко падает.

Построенный алгоритм решения нестационарной задачи для ани
зотропного прямоугольника позволяет провести подробный кинемати
ческий анализ процесса деформирования. Для этого необходимо ис
пользовать выражения для компонентов вектора перемещений (I), (2).

DYNAMIC PROBLEM FOR AN ANISOTROPIC RECTANGLE

A- V. BELOKON, T. N IZOSIMOVA

U.'b!*f>IISrO'4 JklHLP mUlTHlimb hVbbP

IL ՛!.. POUl’HI'b, §. •«,. b9.flüblT«4,U

U. iï ij» n ф n ։ ։Г

ILypi uim ui'lip/ttu ш uiiifin p Ipf inî) 1, urii[iqnutpnuf niq q шЫ/ J iuh qltfynpd tu JjJ и Al 
J in и fitt in tiuiiut][ttiliutp рАп/рр [taàiliult tïfiflrtqt //1 qqniblfjuih l.qpLptuil pu. 
pnltfbhpp pttt2[ut[uià Ah uifinqLm np uiLqfi nih/i nftù'hmp/il{ qkfynptî tupnuJ г 
Âii/iî ni qpifшЬ Lfi tiqnil [nbqfipp phpt^uip f\ Jhtf [Ai in h q p ni j nii[utи nip Jinb [pttà֊ 
tînAtp։ rl՝։n ^1пирш։[ прщр ̂ nth 1՛ inuijfiu piui[ inpuipli( p"[np liqpu/jpli u/w/JuiL- 
ïiltpjAi &2qpliut, puiijft l''ltn>liqpiii( S* uit[tn milp nul p (ntpi/niif I; l'nipfani]֊
^ujfj/iplifihli il f,[inqni[i Phpifuià /. npltituilp
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