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Работа посвящена магнитоупругой устойчивости щух бесконеч­
ных коаксиальных сверхпроводящих цилиндрических оболочек, служа­
щих для транспортировки электрн юскон» гока. Рассматриваемая сис­
тема оболочек является моделью кабеля сверхпроводящего элсктри 
ноского тока. Начальное электрическое и магнитные ноля определяю­
тся на основе уравнении Лондонов. Получена связанная система уран 
пении уч чойчивостп для близко раса՛.ложенпых друг к другу оболо­
чек. Определена критическая сила тока, превышение которой приво­
дит к потере упругой устойчивости. Первые результаты, относящиеся 
к этой задаче, получены в работе- [!], где показана возможность поте­
ри упругой устойчивости коаксиальной системы, в случае, когда 
внешняя оболочка системы является абсолютно жесткой.

/ Рассмотрим систему двух коаксиальных упругих цилиндричес­
ких оболочек, изготовленных и: сверхпроводящего материала. Обо­
лочки замкнуты на бесконечное:и: :ок .счет вдоль образующей внуг 
ренией оболочки и возвращается вдоль образующей внешней оболочки. 
Оболочки разделены диэлектрическим слоем, отождествляемым с ваку­
умом. Оболочки отнесем к цилиндрической системе координат (р, <[,. х) 
с осью, совпадающей с осью коаксиальной системы. Величины, харак- 
гернзующие область внутренней оболочки, будут отмечаться индек­
сом (!); область внешней оболочки индексом (2).

Распределение начального тока и магнитного поля в коаксиаль­
ной системе определим на основе уравнений Лондонов [2]:

го։Д֊>---£-/ф; dlvff“>=0 (1.1)
с 4»/-

где а есть параметр лондоновской глубины проникновения (обычный 
порядок Х~10-в м), с—электродинамическая постоянная, //^—вектор 
магнитного поля, вектор плотности сверхтока.

Уравнения (Ы) рассматриваются совместно с уравнениями Мак- 
еве'лла в областях вне материала оболочки

го1//^=О; div//^=O (1.2)

при обычных граничных условиях непрерывности компонент вектора 
магнитного поля на поверхностях ? = р։; ра; р.,; р4. Относительно плот֊
Р



пости электрического тока мы имеем условие полного электрического 
тока

2~ ( /o>zP = 4» 2՜ 4 (1.3)

И F»
На основе аксиальной симметрии рассматриваемой задачи имеем

(1-4)

Решение задачи (1.1)—(1.3) имеет пил ( >; = у . )

//(? г ±А
‘ |( %)КJ ( Ъ ) - А*! ( )Л( 7 1 )

(1.5)
//р д4 AWKi(U-A(7m)'4(7.) 

с* Â ( <։) А(<։)А։(-<Л)

/7« —у2 t- '> р3; Z/ij-eQ: р р4; 6

В (1.5) /։(т); л։(у) -модифицированные функции Бесселя. Исходя 
из асимптотического анализа функций Бесселя при \ >1 (/ 1), из 
(1.5) следует, что магнитное поле и электрический ток локализованы 
только в поверхностных слоях толщины л у внешней поверхности 
первой оболочки у у2 и внутренней поверхности второй оболоч­
ки. По этой причине мы в хальнейшем примем, что ток в оболочках 
является поверхностным; магнитное поле распределено в зазоре 
между оболочками ра<^<43 и не проникает в глубь сверхпроводяще­
го материала (эффект Мейснера [2]).

Взаимодействие магнитного поля и поверхностного тока вызывает 
действие магнитного давления на поверхностях оболочек р=р։, р~рг.

Вследсник магнитного давления в оболочках устанавливается на­
чальное напряжемп ;<_՛ ог гоянпе. Определяемое мембранными кольце­
выми усилиями

4
7^= (1.6)

2. Пуск» для рассматриваемых оболочек справедлива гипотеза 
Кирхгофа-.Чява. Ограничимся рассмотрением технической теории обо­
лочек ере пей длины [3]

Уравнения статической устончиносп։ оболочек в нормальных пере­
мещениях срединных поверхностен с учетом (1.6) имеют вид [3] 
(s = l; 2)

2P.xd. i ? см д^о՝}

(2.1)
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В (2.1) Ds — жесткость, Z:',—модуль упругости материалов оболочек, 
'2ds—толщина. /?.< -радиус срединных поверхностей оболочек. ' ?л *

есть компоненты тензоров о<*> возмущенного напряженного сос­
тояния коаксиальной системы, Ад- +

Дли тонких оболочек 1 * 3Й(Р*+»); 0 определяются

1 £ . _< ± _É!_ 
р д՛, ' дх* ՛ дГ

Представляя функцию Ф(р, х) и нормальные перемещения 
в .виде Ф^Ф0(.'>)ехр У(^т4-/п?); ехр/(4։х-֊-™';) (/п-целое

число) и решая уравнение (2.7), после удовлетворения граничным 
условиям (2.6) получим

из следующих линеаризованных граничных условии, заданных на по­
верхностях р=р։ |3|:

3о»==Л.; =<‘д?=7’м-: = ПРИ ? = Гат1 (2.2)

В (2.2) Г.?, 7\.,-. Т-, есть компоненты электромагнитного тензора 
Максвел ла 7՜, линеаризованное выражение которого определяется 
следующим образом:

7'/*=—(/У/оЛд |-/7йоЙ/—о^/У.-ай/); <р, л՜)

(2-3)
Л?-֊^Л,։ Г„ = ^ЛЯ; Т?,-0 

4՜ 4“

В (2.3) //.; //< есть компоненты вектора малых возмущений магнитно­
го поля в области зазора, обусловленного деформацией оболочек. 

Вектор И удовлетворяет уравнениям магнитостатики Максвелла 
в области р^(?։; о,)

го։/г—0; (2.4)

Из условия, что магнитное поле касательно к поверхности 
сверхпроводника [2]

(//,, 4֊/;);/,-0, р=о2; (2.5)

где п{ есть внешняя нормаль к деформированным поверхностям обо-
, /ди՝3 I ды3> \

лочек п,~± ( —--------- ; —I |3|, получим следующие линеари-
\ дх • р д<? /

зояанные граничные условия относительно нормальной компоненты 
вектора возмущенного магнитного поля

2֊/в dw<’> 
д ? ’

, 24
z₽* а? : ? = Рз (2-6)P«h.

Введя потенциальную скалярную функцию Ф, Л - grad Ф, из (2.4) 
имеем

(2.7)
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. ։ I О1('> . .

V и рп

Ц) |+ } <2-8)

В (2.8) г-4?; ( )'=£; Л',„. /я-мо-

дифицироваиные функции Бесселя.
В дальнейшем мы ограничимся случаем, интересным с точки 

зрения приложений, когда ширина зазора между оболочками мала п<» 
сравнению с радиусом коаксиальной системы и толщины оболочек 
равны = Используем следующие обозначения: /?0—радиус 
срединной поверхности внутренней оболочки: «0 ширина зазора, тог­
да

Г'2=^0 ?з ~ ^՝\1 *՜^ ~‘7о

При с74-(Гй</?0 справедливы следующие разложения:

К^)^Кт(23И Ьа0К’тЫ ка.Г^

Подставляя (2.9) в (2.8) и используя известные соотношения 
функции Бессели, мы получим следующее выражение для функции 
Ф0(г) при 2-т2; 23:

Используя формальное операторное обозначение: д!дл^>1т, 

д!дх = {к, Д ֊ д* дх1 •}■ ~ д-мн получим следующие значения 
о© 

компонент Аж. А, па поверхностях —

М>։)-ЛИ?,) ’ [т֊- (№<'>-«՛<”)
с I <7Х(7<Р

(2.10)
Л.(о.)-// м = А֊։ I ֊— (адШ_даР>)1

Используя (2.10) и. (2.6), имеем следующие значения для ком­
понент тензора Максвелла (2.3):

У- Г д։

(2.11) 
7б’ Л

ЛИР«)-՝

Подставляя (2.11) в (2.1) с учетом (2.2) и (1.6), получим следующую 
систему уравнений устойчивости коаксиальной системы в приближе­
нии тонких оболочек («///?#<!)
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2£^ ,
()х1

В (2.12), устремляя Г)., -■>֊»□, получим случай, рассмотренный R 
работе [1]. Сопоставление численных результатов [1] с результатам)! 
таблицы позволяет сделать вывод, «гл упругая коаксиальная система 
может быть более стабильной по сравнению с коаксиальной системой,

У;
2֊е*/£ -сЧ^а,

— 11 ;, • ։ |»=*0
о У 1

д

(2.12)

О.А^Ч-
2/: ,7 д4®^
*>Г 7С<՜ 2-^/?о

֊֊֊ Л 1 I ^֊(ад(’)-^<2)) 1=0
I дг

.?. Система связанных уравнений устойчивости (2.12), получен­
ная для оболочек бесконечной длины, может с достаточной точностью 
использована для оболочек конечной длины.

Приведем решение системы (2.12) для оболочек из одинаковых 
материалов и длины А шарнирно-опертых по торцам х—Ц д*=0.

Представляя решение для ъ) в виде

К'<,)='а^со5 • 81п ֊—

где ту п есть целые числа, получим следующее выражение для кри­
тической напряженности магнитного поля в зазоре оболочки А/нг= 
■»2/е/с/?», превышение которой приводит к магнитоупругой потере 
упругой устойчивости коаксиальной системы:

32г.Е (Р
//= —-------------------- Ш1П

3(1—>8) Ио/?о (м.л) та(р»֊г/л’)’

где />,> > — коэффициент Пуассона.
В табл. I для оболочки с упругими постоянными ^=! ,2.10й Па, 

>=0,34 для различных отношений Кп։й\ К01ао приведены крити­
ческие значения магнитного поля //0:4.

Таблица

/?о. о о /7с.|Тл)

од 500 500 2.54
0.1 500 50 0.33
0.1 400 50 Ы6
0.1 200 50 2.31
0.2 500 50 0,87
0.2 400 50 1,21
9,2 300 50 1.85
0,3 500 50 0,91
0.3 •гоп 200 6.46
0.05 400 50 1.14
0.05 200 50 3.21
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внешняя оболочка которой является жесткой. Это обстоятельство фи­
зически объясняется тем., что внешняя упругая оболочка берет на себя 
часть электромагнитной возмущенной нагрузки:

Аналитическое исследование вопроса устойчивости для коаксиаль­
ных оболочек различных толщин, упругие свойства которых не совпа­
дают, представят гему отдельной работы

STABILITY OF A SYSTEM OF TWO COAXIAL SUPERCONDUCTING 
CURRENT-CARRYING CYLINDRICAL SHELLS

К. B. KAZARIAN

l!l“illl> 211.111յ.ՈԱՆՑՔ1’ Դ1ւ1ՍԱՂՈՐԴ1՚9 ՀՈՍԱՆՔԱՏԱՐ ԳԼԱՆԱՅԻՆ 
ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ՀԱՄԱԿԱՐԳԻ 1|Ա.։1ՈԻՆՈ1’ԹՅՈԻՆ|?

Կ. 1>. '1.|1.4ԱՐՅԱՆ

I) . մ փ ո փ ո t մ

Հետաղոաված /; երկու համաոանյյրի դերհաղորղիչ էշանային թաղանթ- 
ների կայանաք} յան խնղիրր' կՍ/արական Հոսանրի առկայությամբ; Ստաց­
ված Լ կայանաք}յան հավասարումների կապակցված համ ակարղ, երբ թա­
ղանթների միջև եղած հես աւք որությանր բավականաչափ փոբր Լ համ ակարղի 
ջաէլտվիղից։ //ри չված (։ հա/անրի կրիտիկական intlji, որի գերաղան ց ում բ 
բերում է աո աձղական կայունության կորաոին:
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