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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ УПРлГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ.
ОСЛАБЛЕННОЙ КОНЕЧНОЙ И ГЮЛУБЕСКОНЕЧНЫМИ

ТРЕЩИНАМИ

ЛФЯН Б. Л.. СТЕПАНЯН С. И

Рассматривается плоская задача теории упругости о напряжении- 
деформированном состоянии упругой прл\плоскости, ослабленной ко­
нечной и полубоекопенпы.ми трещинами (фиг. 1). Вся граница полу­
плоскости жестко защемлена, а на поверхностях трещин заданы пап- 
ряжения

1

0)=аХл), ->5.(л\ 1 О) = «7о(л:), (л>д)

3<Л( + 0. у) = =0(у)- 1 0, у)-0, (0<у</\ с<у<оо) (1)

и(х, --А) = и(л՛, - /0—0, ( —ОС<Л-<О©)

В условии (1)а(л‘) — п мметрг.чная» а Т7о(л) — антисимметричная функ­
ции относительно точки о.

Суть решения поставленной задачи заключается в разбиении ис­
ходной области, занятен ^формируемым твердым телом на каноничес­
кие области (квадрант и полоса) и склейке решений для этих об­
ластей (при соо1ветсгну’ощих граничных условиях) на границе контак­
та.

В [I] получены соотношения между компонентами вектора смеше­
ний и тензора напряжений гл я квадранта и полосы:

Л//Г(л-. д 0) = (1 — >)р,( \ ) 4 I
л* 4- I

7.(0^

60



А ЛО
- | - | /?,(/. ֊ | Х)з1{/)(/.'

ООО

Еих(х, ֊0) =(1 Лр.М-- [ I -Ц - — +
п 3 1 х —/ х—1 |

п

| /<Х‘. *)/>։(0^ + ( Ка(Л л к/, (/к// 
и С

5т’г(л-, - - 0) - ( -, - ])</,(х) - - \

1' Ь-гЬИ*՜
- | /?з(Л | Р4(/, х)^(/)^ [/<,(/, д-)51(Гк//

0՝

7: ^<х. ֊ 0) -= (7 - I к/,(х) — А

0

I 
л- — /

- (Кз(Лл')Л(О^ | /С(/.

£'\(о. У) =

о

« еп =■-

- [«։(СУ)Л(0Л+ У!<?,( 1^1+ [' /?,((. >Ф,(гмг
О 0՛ о

Здесь

Л(А-)=[ /,(Х), 0<Д-<П
/'с(Л')՛ «<Сл'<СЮ

?.И-(?(л:)' °<*<‘։

(2)

й о

о

°1(У) = -(у). ^<У<г
’о(У). 0<у<д, <’<у<оо

где р(х), д(х) я о(у) - нормальные и касательное напряжения на Гра­
нине контакта, подлежащие определению. 7? и •*—модуль Юнга и 
коэффициент Пуассона, соответственно,

/?,<(/. х)
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— — zch — ski ( zhi — } — . Д sh2- — z3 
“x.J 2 \ ։ / Д 2

о
4>

Kj(/.A՛) = ' i I 2— 1 COS/XC0S// —
-JI (>+-i)2 д,

A>(C *) = 7֊ I 
и

/.’Aa _ , h _ 9 v — 1 v — 3--------------------2-exp( -2' Ä) + 
2(>H)

H 0,5 cos/xsln// К5(/, л ) = K,(x,r )

Ob-

Sl։JAASln>Z — 
Д,

Д. = sh2' h-------— ch2/ fi — 2------- '— >։Ä։
•h 1 C'-t-l)8

Указанная граничная задача (I) inc.i? удовлетворения условиям 
контакта

О - ) = /z։(.v,i; ). i;-. )> ü - ). (0<л<п).

«;.(0,у) о» (Л<у<И (3) 

сводится к решению системы трех сию ударных интегральных уравне­
ний для определения неизвестных функций <?(Q. з(/),

« rt а
у | tdt -}֊ 1 | 4֊

о и 6

f /?„(/. x)^(tw Г-Л(х). (0<x<u) 
«
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а а а
1 1՝ |Л1,։(Г..г)д(Г)Л ■ |Х.('. А)?(/)Л - (4)
•• . л՛ — (

■ о о о

\ Ц.л։.хЬ(()М Г.{х), (0<х<а)

Га а

| 5~; I #•(1 ’л՜,/7( ։ + 11 •л*,<л /1
Ь о и

А*,(с Л)֊
2 1
г. X ] Г

(4<Л<г/

Здесь ядро Мц(1. х) </. / = I, 2) я пряные чисти Лдх) (/«—=-1.2, 3) опре­
деляются следующими формулами

М։ДСх) /?а(Гх)ч К.(Г.х): Л1,:(сх)«=-|/?ДГ, л) Л\(Г.х)|

А1,.Д/.х)=/?Д/,х) К:(/.х); Л1։։(/.х)֊ --------  • /?։(/. л*)֊ Л’։(Г.л)
~ Хф/

/\(л-| - --1֊ I [[/?,(/,х) • +
- х — ։ }

а а
ж » .■*•

I (/?,(/, X)- Л.(<. л))^«Г)Л - |х)--„(ОЛ + |/?.(Г. А-)=с(О</( 
•-* * •/Я Ос

л,(х) = ֊± + Д ^/?,(лх)֊к։(^*)коО)‘й-

а о а
5 «

— К.(г, л-:^.7,(гк/г - ( /?.(1.х)=.ДПь;г - |л)з0(/)с/г

а О Г

- 2 Гао«)^ , 2 2 ■ 2 ро(р^ ,
“ г .1 V —/ х у ‘ Г - у-/ + ֊ .1 у г

0 0 е с

ж- - »
(- [/?.(/. -И/МОЛ- 1՜ /?,(/. л- 

а < О

/<(Л х)5о(0^
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После замены переменных х—-^-(с*֊1), / — (у •, 1) при

с — Ь , /> 4- с
9 * 9

_ с — Ь Ь |- с
<)

уравнения (4) преобразуются к виду

1 Г (1>Иу)<у - 1 | Ч/(у,с)Ф/|у)'Д՛ (">)
У

- !<--<]; /= I. 2.3

Здесь Ф,(у) (у • 1 П. Ф։(>’)=</(֊(V 1) у)՛у ։

а остальные функции г/-”), \и(у» с) </./=•֊ 1,2.3) оправляются
аналогичным обргзом. Фтметим, чт< функция Ф2(у) имеет осо­

бенность только и точке у=1, то есть Ф«(г)=|՛
г 1 — у

<р(у); ?(у) - регулярная функция ։.՛ — I, 2), а <. А՛) 7--- /_Д г).
У 1 —у’

Х/(у) ~ регулярные функции.
Дополнительное условие, которым должны удовлетворять решения 
уравнений (4) или (5), следует из рассмотрения равновесия кв- дран та 
и имеет следующий вид:

1

I Ф/(у)^у= С =» 1.3) (6)
- 1

Решение системы (5) при условии <(>) и указанных классах су­
ществует и единственно [2].

Используя квадратурные формулы Гаусса [3]

1 Г ■ / 1 V «(у) V -(1 * >г3
՝ V 1֊у (у 2*4- 1 •

1 / 7.^1 1 х(^)

3 /1 __/>■(/ ~1П (։ -Хк)
— 1

где
, / 21 — 1 \ . , гЛ , , ./. = С08(”--------- ). I = 1 ,... . п ; Л-.=СО§ — , !г= :......... и— 1;
{ \ 2п ) * п
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А
Н 

А
рмянской 

ССР. 
М

еханика. 
№

5.

Л 1 с b =2

' a b
К : 1 2 3

К»<о> *п 0.0339 0.1058 -0,0355

Kj(ri) ; 
К-(й).-г

0.2623
- 0,2949

0,0740
0,1142

0,0369
- 0,0609

Kj(H 1,0137 0.9895 0,9754

К։(г) sr 0,2265 0.2349 0,2117

H b 5

a b
K c

e/в=2

1 2 3

K։(oH, 0,9397 0.Ц08 -0.0323

K,(a) s
K>(/7) s

0.2458
-0.2866

0,0552
-0.1184

0.0215
0.0629

K = : 1-0141 0.9920 0,9798

K,(O-* 0,2265 0.2349 0.2401



Таблица 1

с Л=2-5 < Ь. 3

1 2 3 1 2 3

0,660 04632 0.0198 0.3468 0.1788 0.1.027

0,2761 
֊0.2674

0.0788
0.1176

0.0397 
0.063.»

0.2845
0.2787

0.0824
0.1190

0.0416
0.0656

0.7861 0.7659 0.7529 0.6583 (1.6412 0.' 291

0.1328 0.1373 0.1419 0.0913 0.0939 0.0971

Таблица 2

с.Ь 2-5 с/Л=3

1 2 3 1 2 3

0.6658 0,1582 0,0166 0.3526 0.1836 0.0602

0.2594
- 0.2793

0,0594
04220

0.0238
֊0.0656

0.2681
0.2709

0.0628
0.12о8

0.0255
0.0674

0.7864 О.76Ы 0.7568 0.6586 0.6430 0.6327

0.1328 0,1368 0.1408 0.0912 0.0936 0.0963



решение системы (5) сводится к решению системы Зн линейных алгеб­
раических уравнении тля определения неизвестных ^(у,). /(/),
/=1.2; Л= 1, п.

После интерполирования ио \зла.м у։, /- 1.......... /,՛, для иско­
мых функций получим.

*(у) := V ?(у ) ------- --------------Ди х^1 1У֊У^Л(УЛ)

р (у) _֊ $*п((я Ь 1)агссг>5у)^-а1п(лагссо5у) 
$1п(агссо$у)

Iя »и 7'Л(ПГ՛՜^.
/ДО ֊ -V : 7 ‘ * = 1.2

«г. ։ -

( ЛДО = со$(лагссс$/) — .многочлены Чебышева).
Коэффициенты интенсивности напряжении определяю гея яри помощи 
найденной функции /,(<) и с(у) (/! — ], 2) я вычисляв .тс я по форму­
ла м

֊ ■ Л'։(0)=/2/,(֊!). ---К.О) »"2/,(1>, Ф • К։(а)=/2?(1)
ии 'и -Л

֊ • ад = /.=( - I).V£ к,(с)-■/,( 1) /2
-О “о

Их численные значения приведены в табл. 1 п 2.

5ТКЕ5$ 5ТАТЕ ОН .Л SE.Vd-PLA.NI-:, ЪТ.АКАКЕИ \\ГП! Е1М1ТЕ 
АХО $ЕМ1-1МНК’1ТЕ СИАСКБ
В. А. АРН1ЛМ, 5. Р, БТЕРЛМЛ-Х

‘1,ЬР^1Ы.ПР Н ’|Ь111и1.1Р1.ЬР^ л1Ц?1։РПЧ 1Н1Щ1.ВЧ.О Ч1'11и.:11.ГР111‘Р->Н.Ъ 
1.11.Р«|.||.п1к31'Ъ •и’ли.ЧЦ

Р. и,. Цфзиъ, II. '4. 1181։фц\.3иъ

II. ։( ф п ф п । П՛

')• /г 1/1III /1^1/1116 I, (/ 11/1114/41)111&111рЬрт1 ()/! 1(41//1/4/1) 4/44/^1(14 - 

1(4/1/ ((//44/ : и/рР /4/1/ (Ш [) ։/////> /// (//՝!/ /(1/!//Пр/!шу1/шЬ /Ц/&и/1(// Ш П/4^1(4/1{ 4/1/4 с-

Р(4/Ъ 4/11 4 II 1р (шЪ ■՝111(1р /иЬ д//у (II '1121/111^ /4'41(11/։ (1иЛ4 1//11 1,тр 1( 4/ у и/1/ ։։ ։ //

/ 11/И41//։и) , /։р и։п4/&1/141/ш1/ 4411ч1‘Ъ/։ 1(ри։ 1/1։у{/шЛ и։/։рш/Ру /чп/14/1н/пц/ { 1.р- 

1(41 1/411/ п1/ 4/1(11/1/ иг/1 р 4 С(Р1/!.(//։' р4//и/р/( и/рр Ш Р (4/1/ !/ (1/р4//и 1։11р/(и11) 1,1/ 

[4/рш /1Ы1 р/։ /111и11Л/4/11/111р/и/11 /(4рЛ »«///>;/Ъ !<р// р//и/(рЪ /4р<11.у1/11 рр:
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