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В работах [I 3] получены асимпниичеекие законы затухания 
возмущении. в.ноёимШ гбЦкйМИ телами вращения в равномерный зву­
ковой поток вязкого теп.шпрокодяше-о газа. Подобные задачи тля 
течении газожидкостной смеси пе рассматривались,

Особенносн.ю газожидкостной смеси является интенсивный теп­
лообмен между газовыми пузырьками и «кружающей их жидкостью. 
Количество тепла, переходящего от пузырька в жидкость, прямо про­
порционально их разноси! температур, при этом жидкая фаза с точки 
зрения термодинамики играет роль термостата. В монографиях [4, 5.1 
на основе экспериментальных данных, например, [6]. отмечено, что 
главным диссипативным механизмом может явиться тепловая релак­
сация.

В настоящей работе на основе одпоскоростной модели газожид­
костной смеси, гемпературы фаз которой различны, выводятся двумер­
ные нелинейные упрощенные уравнения приводится их частичная 
классификация. Полученные уравнения типа коротких волн описыва­
ют стационарные течения смеси, в которых термодинамическое пове­
дение пузырьков близко к изотермическому. Показано, что влияние 
тепловой релаксации на вид уравнении эквивалентно наличию второй 
вязкости. Приводится математическая аналогия между течениями рас­
сматриваемой смеси и реального газа. В частности, когда структура 
потока смеси формируется иод воздействием лишь эффектов сжимае­
мости и вязкости, решена задача обтекания профиля (плоская задача). 
Найдено точное решение, представляющее возмущения, вносимые дву­
мерным диполем в равномерный поток смеси, скорость которого на бес­
конечности равна изотермической скорости звука.

/. Исходные уравнения. Предположим, что в моноднсперснон смеси 
жидкая и газовая фазы движутся с одинаковой скоростью, при этом 
несущая жидкость обла тает эффектами сжимаемости и вязкости, а 
газовая фаза представляет собой пузырьки калорячсскн совершенного 
газа. Ограничимся рассмотрением течений, где в смеси но происходит 
Существенного перссжатия газовой фазы Будем считать, что ввиду 
сильного влияния гемпературы на плотность газа теплообмен между 
пузырками и жидкостью определяется тишь тепловым сопротивлением 
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газЛ и потому температур) жидкой фазы примем пос гоя пни й. Пола­
гая. что дробление. гюлклспоние, слипание пузырьков отсутствуют и 
нс происходит их новых образований, уравнения стационарного дви­
жения газожндкос! нов смеси возьмем в виде [-1, 5]

/•(ря) + ^И> + -(р®)-0 (11)
дл- ду у

/ ди ди\ дР д ди 2 /ди , ди и \ / н __ -֊1 _ 1 — __  __  ֊֊ _  •?.._______ .1 I __ г __ I
дх ду/ дх дх ‘ дх 3 ■ \дх 6*У У /

д / ди ди / ди ди 1 Л \» ц ( — - - и I------- 1- — (1.2)
ду дх/ У \ ду дх

ди дР д _ д՝.՝ 2 / ди ди •У» »
и----- ь 2ч — - ■ ■ — - г — ) 4-

дх ду / б?у ду ду 3 \ дх ду У /
/ди , ди'՝ Чг /ди V \

р (т՜ + — 1 -4 —■ у (- --------- (1.л)
дх \<?у дх/ У иУ у )

р։^ = соп8Ь Р = Р1(1֊^4֊Г^ Л(1֊₽)+^ (16)

дР. , дРг 3-гЯ £ Зи-----(Т։- 7.1 (1 7)
дх ду R ’ 2/?г

1.1^֊ •
?։ =------- а

‘-1.333 х. R-, 
------------- , ^'.1 —

1֊$ 1 к.

Здесь л\ у — оси декартовой, либо цилиндрической системы ко­
ординат, и и •□ — составляющие вектора скорости частиц смеси вдоль 
этих осей, Р давление, р пютиость, - температура, 9 объем­
ное газосодержание, R — радиус пузырька, и - скорость зн)ка, р- 
динамический коэффициент вязкости, /?2 и - коэффициенты тепло­
проводности и межфазного теплообмена, у г. I . .,, с,?. и г,? ֊ 
— удельные теплоемкости соответственно при постоянном давлении 
и объеме. Индексы „Гн „2" отнесены к параметрам течения со­
ответственно жидкой и газов и! ф»з, ։ пюаметры, характеризующие 
течение всей смеси, индексов нс имею՜. 1л । плоек нпралельпых те­
чений—г— 0. для течений с осевой симметрией г — 1. Поправоч­
ные коэффициенты ?։. <?։. впервые введенные в [4,7^, учитывают ко­
нечность величины £։ и пеодиночность газового пузырив в безгранич­
ной жидкости.

Значения параметров смеси и фа-, в невозмущенноы состоянии
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отметим звездочкой, а характерную лин\ в направлении оси х обоз­
начим через I.

Предположим, что в рассматриваемой области течения значения 
всех параметров смеси и фаз мало »тклчняются от соответствующих 
значений н набегающем равномерном становившемся потоке, направ­
ление которого близко к осн г. Булем считать, что скорости частиц 
смеси и каждой точке просграш гва ма.к отличаются по величине от 
изотермической скорости щука и. П анал гни с теорией транс­
звуковых течений газа (I 3.8] ввезем гопыг независимые перемен­
ные

х 1х" У=Т>‘> U-8)
л

где Л безра.мерный малый параметр ()г?м ui видно, что поперечный 
размер возмущенной иблас-и нампоп пргоос м»днг продольный. При 
неравномерной роли координат а и у с вляюшке возмущенного иск- 
гора скорости вдоль них । лкжс буду г иметь различные порядки ИСЛИ 
чин

« -- <j ։ ( 1 — ։«'). 1< =։âo ։ т/ (1.9)

Здесь г шорой бетра «мерный малый параметр. Относительно 
возмущений скорости звука и остальных характерных параметров по­
тока примем, что они имеют такой же порядок малости, что и продоль­
ная составляющая вектора возмущенной скорости:

P=PÀ 1-riP'). ?-рд4֊£/), R - /?*(1-т </?')•

(1.Ю)
« = ^.(14-sa ), pr-=;>.։ (1 - &<). P = R., (1 д- ePJ. т=1.2

Что касается возмущения температуры в газовом пузырьке, то, 
ввиду рассмотрения квазяизотермическогс. процесса, полагаем, что 
оно имеет больший порядок малости

Г։ = Т.(1 4 е»тз) (1.11)

Согласно определению (1.6) потностн смеси, уравнение нераз­
рывности (1.1) можно преобразовать к виду

р։ ՝ дх ду R \ дх ду /

Исключив из уравнения
(1.5), получим

(1.7) галлеине посредством соотношений

,д7։ 3T,<)R\ /à Г, 3T,dR\
U I —---------  — I т V ( — ------- г — I ••

у дл R их / \ ây R ду /
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'^■Т< 3*’Х|1 (Т Г) (1ЛЗ)
/? \ <#.г <?у/ ■2^-,,/Г '

Для рассматриваемого близкого к изотермическому процесса рас­
пространения иозмуикчпн. разложим функцию Р, = Р, (р,. Г.) в ряд 
Гейлора вблизи положения локального срмолниампческого равно­
весия жидкой фазы и учтем, что Гёмпср;.гура ее практически нс ме­
няется. Тогда

<!1\~ а] = (—'.\ (114)
՝ /г,

Здесь «՛ изотермическая €!■;.Iи звука в жидкости.
Используя определение (1.6) явленья смеси, а также уравнения 

(1.5) состоянии газа и пузырька и оюрмулу (11-1). стационарный 
вариаН! уравнения пульс.шни пузырька (!.4) запишем в виде

(1 — й)Р2 / дТ* 375, дЦ \ д/. . г
' ‘ к дх Ц ох / глс ~ 1 их

/ I д'.} дР \
\У1 дх R д.х /

(1-15)

Комбинирование первого из 
(1.4) н уравнениями СО1гоянпя

смеси
(1.5). (1.6) дает

(1.2) суравнения импульсов

Искомое уравнение, <ин1сыв;՛книге стационарное течение газо­
жидкостной смеси, должно быть выведено . упрошенной в порядке 
системы у рои лен пн (1.121 (1.16), в коброй необходимо будет пос­
ледовательно исключать члены порядка единицы. В дальнейшем, при 
упрощении уравшпнй, штри.хп на 1 бС-фазмернымн возмущениями пара 
метров течения опускаются.

2. Вывод определяющего уравпепи.\. Применяя преобразования 
(1.8) (1.11) к уравнениям (1.1), (1.1) (1 15) и удержиаая главные 
члены порядка с ишины. находим

Гча2. Гч . х6= — и, р = Рг~ - R— • п (_.!)
< $ *** Л

Учитывая (2.1). аналогичным образом из проекции уравнения
Навье-Стокса на ось (1.3) выводим соотношение

— = — (2.2)
^5 
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означающее, что в рассматриваемом приближении в потоке газожид­
костной смеси вихри отсутствуют, то есть течение-потенциальное.

В том же приближении упрощения соотношении (1.5). (1.6). урав­
нений (1.12). (1.13) и их последующие комбинации с формулами (2.1) 
дают

где Ре֊ число Пекло, /։ — коэффициент температуропроводности га­
за. При выводе формул (2.1) • (2.3) постоянные интегрирования рав­
ны нулю вследствие распространения возмущении по покоящейся в 
системе координат (д։, у,) смеси. Здесь и далее примем, что поряд­
ки величин чисел Нуссельта и Пекле совпадают, так что их отношение 
есть величина порядка единицы.

В рассматриваемом приближении, разлагая а1 - л։(у։. 7\) в ряд 
Тейлора и оставляя главные члены, нетрудно получить

а1 = (М-1)р։, /л==-- — (о։а։) | (2.4)

Согласно определению изотермической скорости звука в смеси 
[9, 10). имеем

1 = (1-5* К _ 
а'-* «։• Р*

(2-5)

Теперь применим «преобразования (Г.8)—(1.11) к уравнениям 
(1.12), (155), (1.16) и при их упрощении оставим также члены пер­
вого порядка малости Комбинируя получаемые уравнения друг с 
другом и учитывая формулу (2.5), исключим из рассмотрения члены 
порядка единицы. Далее, подставляя формулы (2.1) —(2.4) в нтр։ 
вое уравнение, все члены которого имеют первый порядок малости, 
окончательно получим

22,-4 г
ди1
дх1

№ / д<\ V \ R7 д3и։
(2.6)

( 1 R* ае л R֊ Ре ? « г
=Кйё^- Ц1՜^՝ '’х = к

, О-Мм’ 2 о ^*4.«. - 1--------------5------  -( гп------- г,—г-։—~ , ке ֊ --------
е Р1.Ч РГЛг

2 . I . -г֊1 ,
д 2֊л՛ ’ Зт !>| <4
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(1 — ?!*)?• ,
Т- ------- 6R------- A

Система уравнений (2.6) и (2.2) полностью описывает кназиизо- 
термический режим распространения возмущений в звуковом потоке 
газожидкостной смеси. Влияние проходящей в газовой фале тепловой 
релаксации на процесс распространения аналогично воздействию вто­
рой (продольной) вязкости смеси. Такой вывод находится в полном 
соответствии с результатами [8, ill. Подчеркнем, что порядки вели­
чии тепловой релаксации и дисперсии одинаковы (если, конечно, 
Pe/Nu-—1).

Перейдем к частичной классификации возможных течений квази- 
изотермического трансзвукового потока газожидкостной смеси, свя­
занной с эффектами дн<ч1ерсян и тепловой релаксации.

I) Пусть и уравнении (2.6) все члены одного порядка, то есть 
—-Д2 — 1/Re ~//- Полагая для простоты

Д’ /?• 1 л R* а,.՝ /?; Ре ՝
M'~2 r'''~Re'‘f 1 Т^’ : /’Nu°'

приходим к уравнению

„ _ <*Ч
'дх. \Эу’ЬГу։/

2) Если считать эффекты низкости и сжимаемости малыми в срав­
нении с тепловой релаксацией (1 Ее— '/ц։, г — Д’ — R-:Г՛),
то уравнение (2.6) снова примет предыдущий вид.

Отмстим, что в квазиизотермнческих околозвуковых течениях в 
рассматриваемом приближении хотя в имеет место постоянство темпе­
ратуры в газовой фазе, вовсе пренебрегать теплообменом между пу- 
зырками и жидкостью нельзя.

3) Пренебрежение всеми эффектам:! диссипации, а следовательно 
и дисперсии, оправдано при /?Ч2~ 1/Ее~,'/^<7-Д', что 
приводи! (2.6) к уравнению Кармана-Фальковича [1,8].

Пусть теперь /?’ /’< I / Ее ~ е Д* ~Подчиним без­
размерные коэффициенты в (2.6) связям

Д’ I .= __ жх ——о —— —• о
г 2 Ее < / а

означающие, что формирование структуры потока смеси происходят 
под воздействием эффект я> нелинейности, вязкости и сжимаемое՜и. 
Уравнение (2.6) сведется к виду

(2.7)
\Эу։ у, У <4

сов па да юн тему с уравнением из [2], 1 ь՛ численно исследовалось илн- 
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Янне вязкости и теплопроводности на асимптотическую картину об­
текания тонких тел вращения звуковым потоком реального газа.

5) Если же, наконец, принять : — /?;/ /5 < А2 1 / Ис — / 1а.
и для простоты полагать

£ I ,՝ 11
2 “ Кег՛ / а„"а

то приходим к уравнению Рыжова [1| 

описывающему течение смеси, формирующегося, в основном, иод воз 
действием эффектов вязкости и сжимаемости. В случае осесимметрии 
ного течения ( г 1) оно нримеш ՛.՛ г. |1 8] гтя исследований задач 
обтекания тонких тел вращении уко! ымн потоками реального газа 
и химически активной многокомпонентной газовой смеси.

Я- Обтекание профиля. Б случае плоского гонения (г=0) сфор 
мулируем гл>: уравнений (2.8) и (2.2) внешнюю граничную задачу 
ибгекания [12, 13]

при | а’։ | для любых у։ «—О, и-* О (3.1)
при (3.2)

Решение поставленной за дачи будем искать и классе автомодель­
ных функций. Предварительно обратимся к системе уравнений (2.7) и 
(2.2). искомые решения к иорых представим в виде

«1=УТ”/(0. V У։РЯ(О. «=-՝'։УГА
Аналогично [2]. подставляя >ти решения в систему и устремляя 

У\ к бесконечное г и, остан. 1яя .г, конечным, найдем порядки убывания 
членов системы уравнений в гаци имосгн от у\

Исходя из приведенных оценок, уравнение (2.7) допускает ав- 
гбмодельн; решен՜;, при — 2’3, р = (Зл-г1)/3. Требования, 
при которых реализуется (2.8), приводят к системе неравенств х> 
>1/2, «>2 —2х, ь, При полученном значении х = 2/3 из 
этой системы следует Л'>2-3. Таким образом, автомодельные реше­
ния уравнения Рыжова (2,8) можно представить как 

«-У?7(:). «=У.1г’М”':՝^). $ = х1УГ^, «>֊

В плоском случае (/■ = (.)) функция <(;) будет удовлетворять 
обыкновенному дифференциальному уравнению 

1!(п ,
(I? 9 ’.) г7=

(3.3)
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после решения которого функция #(։) определится из равенства

3
^Н֊1

'^7 ■ ~!ЬА
ч (IV 9 ՝ а- ' з ) (3.4)

Можно показать, что асимптотическими разложениями грех ли- 
нсйпо-нсзависимых решений уравнения (3.3) являются:

/=*.ВГ։’/2[ц-^«(«֊ у)(« + |);'=Г3 + о(М ՛)] (3.5)

ЛМ<1 11-2. (л ; + : ^)|?| ;՝ + ДВ1 *) | (3.6)

֊ Г= Г+ «.(:֊; Г)16
(3.7)

где Ьг, йЛ произвольные константы.
Краевым условиям (3.1) и (3.2) полностью удовлетворяют реше­

ния (3.5) и (3.7). причем последнее непригодно при оо. Ччиеннс 
(3.6) удовлеиюряет краевым условиям (3.1), ио не (3.2). Таким об­
разом. аналогично [I. <3. 12). ;.֊дачз нахождения антомодельных ре­
шений уравнений (2.8). (2 2) сводится к задаче определения собствен­
ных значений уравнения (3.3). Требуется пап:и гакие значения пара­
метр.] п, при которых решение уравнения (3.3) определялось разло­
жением (3.5), если с-*- о© и при удовлетворяло условию

Зп. | 1 .(Зл-ьь/г 
2

£<=) ’О

После лее условие эквивалентно требованию обращения в нуль 
юстояннон £2 в разложении (3.6). Весь спек։р собственных Л1ачс'П’й 
приведен в [13]. а именно: п = (2 V +- 1) / 3, А'=0, 1,2,... Для 
сформулированной задачи приемлемым первым собственным значе­
нием является и. -1. Тогда уравнение (3.3) один раз интегрируется и 
после замен 

/, = - 4 Г*/27

приведется к канонической форме уравнения Куммера [14. 15]

сР и) — да = О 
6

Используя стандартные обозначения вырожденных гипергеометрн- 
ческих функций (функций Куммера), напишем общее решение [15]

{ = 1/3 ф ( у. 4 , Ч) + с, ф (֊ ■ ֊. ) (3.8)
\ 6 3 / \6 3 /

Связь ям> :у постоянным:! с- и с.> определим из условия сгре.млс 
ния к пулю .:г.1мпго1 ическо«о прел՝ 1 .(пления функции при 1]-м». 
11олучим 
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Учитывая колу чснную связь, ф лр.хп.’п (3.8) перепишем. в виде

Решение в форме (3.9) удобно тля выяснения асимптотического 
поведения функции / при ц-” ос.. 1с а-льзуя асимптотическое пред­
ставление функций Куммера, имеем

Чдя нахождения асимптотики функции / при г, ■ введем в 
рассмотрение функцию Трикомн |15|. Тогда

Используя асимптотическое пцсдСаалепие функций Грико.ми при
1] •֊►ОС. находим

Скомбинируем равенство (3.4) (. полученным ил (3-3) после од­
нократного [ппегрированкя сравнением тля функции/ и далее перей­
дем к ноной переменной ц. Функция к определится теперь из равен­
ства

\d-fi з-г, /

Применяя правила л11фферениир‘.'ВШ11ш к функциям Куммера н 
Трикоми. н идем точное выражение для функции

6 /
13



Аналогично выводам формул (3.16) и (3.11) отсюда нетрудно 
получить асимптотические предстаплепни функции ц [1-1. 15] при 
Т|֊*~О0

при •< • ОО

Соответствующие полученным форму ..,.м ра н жепия прол «льпой 
п поперечной составляющих вектора возмущенной скорости начинаю­
тся с членов

при £ — — сх.

П ри : —• ос

Построенное решение описывает возмущения, которые вносит на­
ходящийся в начало координат шумернын диполь в равномерный по­
ток. скорость которое.) на бесконечно«.’’..՛ равна в точности изотерми­
ческой скорости звука газожидкостной смеси. Действительно, для мо­
мента диполя имеем [16]

STATIONARY SONIC FLOW OF GAS-FLUID MIXTURE UNDER 
QUASITHF.RMIC BEHAVIOUR OF GAS PHASE

G. U. OHANIAN
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ԴԱ<>.ՍՀհ։ԼՈՒհ 1սՈ.11'ՆՈ 1,Րք1Ի 9.ԱՅՆԱՅՒՆ ՀՈՍՔԻ ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ
շարժում։; դասային փուլի քվասււսո։*սրմ վարքի դւպքում

Գ. Դ. (ԱԱՆՅԱՆ

Ս. մ փ II փ ո I մ

Դուրս են բերված կարէ, ւպի րն /. րի երկշափ ոչ դծային Հավասա­
րումները։ Ստացված Հւսվասարամներր նկարադրամ են այնպիսի դադաՀե- 
դուկ խառնուրդի ստա ցիոնար շարժումը , որի պղպջակների [/Լ րմ ողին ա մ ի կա - 
կան վարբր մոտ է իզոթերմին։ Դիտարկվող մ ո տ ա վո րո ւ թ/ան ու մ րվ ա ղ ի ի ղ ո - 
թերմ տր ան սձտ յնա յին շարժման 'ւեւդբէէէմ ցույց է արված, որ չնայած պա­
պային փ ոպում ջհրմա ււտիճանր մնում է անփոփոխ, տյնռւ Հանդերձ ջերմա- 
փոխանակությունը պղպջակների ե նրանց շրջս/պասւոդ Հեղուկի միջե ար Հա. 
մարել չի կարեյի։ Ջերմային ո ելարսացի այի ազդեցությունը Հավասարում­
ների տեսրի վրա ‘հոմարժեր Լ երկր/էրդ (րնդյայնակտն ) մածուցիկության 
առկայությանը։

Մ տոնավոր ղեպըում, երբ դաղաՀեղոլկ խառնուրդի Հո սանրի կ։սռո\ց- 
վածրր բնորոշվում I, միայն- մ ած tu ցիկւս թ յան !t սեդմեյիոլթ յան էֆեկտների 
առկայությամբ, յուծված է Հարթ մարմինների շրջ ,ոսման խնդիրը։
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