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ГАЛОЯН В. Ц. КАЗАРЯН К. Б.

В последние годы во многих работах [I. 2J рассматривается воп
рос возможности возникновения хаотического движения в детерм и 
мистических динамических системах. Mai нитоупругая система, описан
ная в работе [2], одна из немногих, где это явление исследовано как 
теоретически, так и экспериментально.

В настоящей работе с этой точки зрения исследуется другая маг
нитоупругая система, а именно, сжатый упругий гибкий стержень, по 
которому течет переменный юк и который находится во внешнем пос 
тоянном магнитном поле. С помощью методов качественной теории ди
намических систем показано, чти в лом случае можно указать облас:ь 
изменения параметров, для которой детерминистическое нелинейное 
дифференциальное уравнение, описывающее систему, допускает реше
ние в виде хаотического движения (странного аттрактора).

/. Основное уравнение

Раст moi рим динамическое нелинейное поведение сжатого упругого 
1ок*»несущс||. стержня кругового сечения во внешнем постоянном маг 
витком поле Считается, что концы стержня закреплены на шарнирах 
в неподвижных опорах так, что не могут испытывать продольною 
смешения. Предполагается также. что ток в стержне достаточно слаб, 
что позволяет пренебречь гжоулевым эффектом и самовозденствием 
[3]. У одного из концов стержня, в точке, сколь угодно близкой к нс 
подвижному шарниру, действует «мертвая» механическая сила.

Введем систему координа! с осыо • вдоль оси стержня и осью 
z по направлению, обратной иск юру магнитной индукции. Вектор 
./ протекающего по стержню электрическою тока в деформированном 
состоянии стержня представим следующим обралом:

/ /оСО5(»О 7

где '(л՜, у) единичный касательный вектор в точке (х, у) с проек
циями dx’dl, dyldl (предполагается, что деформация стержня про
исходит в плоскости .с, у), ч> — частота заданного переменного тока, 
а /0 — его амплитуда, Z— координата длины дуги осевой линии стержня. 
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На единичную длину стержня дщтс;вуст сила Ампера

к\ = У X В 

и демпфирующая сила вязкого трения

К. ■= - Л У/у
где /г Коэффициент демпфирования

В силу того, по концы стержня закреплены, на концах стержня 
возникает сила <). обусловленная его удлинением. В приближении 
закона Гука она имеет вид Р = — /:’5Д/.; I. (7:—модуль Юнга, Д/. 
удлинение, 5 -площадь поперечного сечитиг. /.֊ расстояние между 
концами стержня). В принятой системе координат

<? = ֊У ՜
о

где штрих означает дифференцирование по координате д՛.
Для описания этой системы имеем следующие уравнения [4, 5] 

Уравнение движения стержня без учета инерции вращения имеет вид

-у֊Ь/<г-1֊/<։ = ?5г (и)

—л
где Л сила внутренних напряжений, Л- элемент длины, р—сдель
ная плотность вещества. Точка сверху означает дифференцирование 
по времени.

Имеем также уравнение сохранения момента в виде

где ^.Л/Л) ֊ момент сил внутренних напряжений. /
= "/?* '• -момент инерции круглого стержня с радиусом /?.

С помощью il.li л (1.2) можно получить уравнение в частых 
производных ...ля определения Неизвестной функции поперечного пе
ремещения у - у(х, Г). Для этого запишем уравнение (1.1) в проек
циях на оси л՜ и у, а уравнение (1.2) — в проекции на ось г.

Л_/0£со$>/)у' = р5л-( 1 Ч- У՛’)1/2 (1 3)

- /(17?соь(й>/)= : &у)(1 + Vе)1'՜ (1.4)
Л, у' /г = /:7(у(1 (1.5)

Допустим, что р-1 юльная сжимаемость мала но сравнению г 
деформациями пэнтба стержня, то есть рассмотрим поперечное дви
жение стержня. Тогда, г т уравнения (I 3՛ получим после интегрирова
ния
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= /О^со5(ш/)у — С
где постоянная интегрирования С —компонента Лл. при у 0 и. следо
вательно, равна Отсюда получаем следующее выражение:

Հր = /0Ясо$(<мО (р р- 0)
Исключим из уравнений (ւ.-1) и (1.5) величину гу, используя по* 

лученное для /՝Л- выражение. Продифференцируй (1.5) и подставляя 
Ւ" , из (1.4) окончательно получим

®у + *> + £/(1-у'‘Г,'-{у',0 <• у’։У3/'Г •՛ (Р+едО у =)-1'-֊

ՀՏ«օտ(-Ս)(1 у՛’)-1'2!! ֊! (уу')'| =0 (1.6)
Уравнение (16) -основное уравнение задачи. В безразмерной 

форме оно имеет вид

У + * у -I-«.(I + у'Т >/г {у"( 1 + у'«) -3/-г + а,у'\ է + у-«) -

- в,со«(а/)(1 + у'։Г''г| 1 4-(уу')'|—"<Չյ՚'(1 + у") ’'-.= 0 (1.7)

где
I

Չ =-т | {(։ + у'г) ՛՜' — 1 )^л՜» * = -■՝•« պ — " 2/Լ*

О г •

45 р _ £
՚?2 ՜ Պ ~ ?«£/?$ ’ ճսՀձ»

При получении (1.7) были введены безразмерные переменные 
д' — (д /.), у — (у у/.). ( • (ч»0/)« Զ = «'ս>0. где "'0 (-‘Ճ/. рД4)1^ 
— частота собственных колебаний в линейном приближении.

Уравнение (1.7) является уравнением в частных производных 
Для получения конечномерной системы, используем метод Галеркпна. 
применяемый также в раб.чзх [I. 2] при исследовании хаотического 
движения. Огра11нчивая11> .одиомодоным приближением, имеем

у(х,/)= -Д(/)з1п(«д)

Прок «ведя стандартные преобразования, получим, что в кубичес
ком по амплитуде .4 приближении уравнение колебаний стержня име
ет вид

д х г А _ 7 Д г $дз зСО5( о,) _ 1 (Լ8)

где

ձ՝ \ £’ /
՜2 1п 1Л а ,

'■-2Н/.’5|₽'4 // ՜1 2)’ ‘ г
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$2, Качественное песледавинне огнпвпого уравнения

В дальнейшем рассматривается уравнение (1.8), являющееся урав
нением типа Дюффиига. В случае, когда Р>Р*՛ где Р* - тРЕ!!!.2 — 
эйлерова критическая сила, имеем, что «. р, у. 6>0.

Дли качественного исследовании лого уравнения применим ме
тод. основанный в работе [6] и подроби-• разработанной для класси 
ческого уравнения Дюффиша в работе [1]. Он позволяв указать те 
области изменения параметров, где уравнение допускает хаотическое 
движение в качестве рёшишя. иссл'едонать структуру соответствующих 
множеств в фазовом пространстве и । д. Пои этом уравнение (1.6) 
мы будем рассма. ривлть как иеавугпюмш с возмущение гамильтоновой 
системы, которое сохраняет некоторые черт: нсвозмущенноп системы. 
Перепишем уравнение (1.8) в виде двух уравнении

лд = д3. л-, = «’ + 5 ( 3։сох(Ш) ( 1 ֊-л*{ - а։л?(2.1)

где г - малый параметр, а -3.^,= ».
Далее, используя Свойства (2.1) и применяя теорему о централь

ном многообразия, рассматриваются малые возмущения и в конце до
казывается существование гомоклинической структуры («подковы» 
Смейла [7]) и наличие в ней странного аттрактора.

11евозмущенная система

-<։ х2 -= ((хГ Л-,}. х, - ух։ - - £(х2 х։) (2.2)
имеет три неподвижные точки с координатами (0, 0). (-Нт7^)‘/2, 0) 
(— (*{ /о)/2, 0). первая из которых — неустойчивая точка типа седла, 
а две другие — центры. Точка (0,0) имеет гомоклиническую орбиту 
хо = (2*/|5)1/г5ес11(՝։’'г/) (1|. Легко проверить, что седло (0,0) простое, 
то есть, что величина

\6kCj дх9 дх2 дхх /
отрицательна в точке (0,0). В этом случае, согласно теореме Пуан
каре [С|, в области | = |<;е0 существует периодическое решение, ко
торое стремится к седловой точке при г - 0. Для определения пара
метров этого движения используем теорему усреднения в форме, 
предложенной в |8].

Произведем замену переменных в (2.1). введя новые переменные 
21, гг

г։ = л։со8(О/) — $1п(й/), г2= - х։$1п(2/) — ֊֊соб(2/)
* -

Согласно теореме о среднем, заменяя первые части 'в полученных урав
нениях на их усредненные ио периоду величины и перейдя к поляр
ным координатам (г, Н), получаем следующие окончательные урав
нения:
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г - — — — թշ2տհւ0 -г ^տքո4՜1 ՚
2«) [ б

н =-----— ч- ю’)г -I — ъг3 4՜ ՜~ - ֆէօտԱ '2ш.г Г8 4 8 I

Неподвижные точки г*. (-** этой системы уравнений соответст
вуют периодическому решению уравнения (2.1) вида г*со$(П/ т- <-•*). 
При этом амплитуда г* является корнем алгебраич-скотч уравнения

.Л/ И у , / (3/4)^* 4- у 4- & ք [в#
1\(1 /8)г’ I / \ (3/8)г2- 1 I ՜

а фаза 0' определяется из выражения

3 (Ь8)г*3-1
4«<2 /16хЧ2г \։/2при соблюдении порогового условия г* —---- г (——— 18) .

? \ г2 /
При увеличении параметров а, р периодическое движение раз

рушается. Но согласно теореме о центральном многообразии [9] при 
не слишком больших значениях параметров сохраняются характерные 
черты фазового портрета около гиперболических точек- В качестве 
невозмущенной в этом случае выберем систему

х։ = х։, д-2 = — ахл 4- (2.4)
неподвижные точки которой при 7 / 0, »*<87 являются гиперболи
ческими — седло и фокусы.

Легко можно доказать, что фазовое пространство системы (2.1) 
содержит притягивающее множество (аттрактор). Для этого дос га 
точно использовать те же функции Ляпунова, что и в работе [8] в 
определить их производные на траекториях системы. Это притягиваю
щее множество сохраняет характерные черты системы (2.4). При 
этом периодической (при малых е) орбите соответствуют тва 
многообразия: неустойчивое ^(-р) и устойчивое М7‘(*р). Для ана
лиза возможных случаев расположения этих многообразий, которые 
сохраняются и при «=£ О, используем функцию Мельникова, введен
ную в работе [б]. В нашем случае ее можно вычислить, используя 
выражение

Հ(Ս = ՜~տ | .է^ՅյմօտքԶ/) ( 1 — у хг^— է 4- О(г։) 

— ОР
где х=х0(/ /„) -=(2;/օ)'/յտՐԸհ(ՀՆ''(/ - /0)). Произведя соответст
вующие вычисления, получим

(<ъ,\։/2г О’ у — АЛ /-о-,՜’՛'2 \£1 ) և₽(Զ^) ■ \ լ-Տ€0հ Ճ-!------ )Տ(ո(Զ/0)4-
о /I бб \ 2 /
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2 / 2 \*՛21+ Г;(?) I
Согласно |6|. если функция Мельникова имеет простые нули, 

многообразия ^(7.) и пересекаются трансверсально. Но. так- 
как функция Д։(/о) ~ периодическая, п этом случае имее гомокли
ническую структуру в притягивающем множестве и, следовательно, 
странный аттрактор |8|

Используя (2.5), можно получить неравенство, при выполнении 
которого А(/о) имеет нули- Это условие имеет вид

с ‘ । ----— ։4^7 /2? • ' к 2 /
-о \ г ) pFTFW

(2.6)

Для тонких стержней (/?//. I) в пределах его прочности и.ме, 
ем о)>1. В этом случае имеем следующее выражение для критиче
ских значений индукции магнитного поля В* и амплитуды тока 
превышение которых может привести к хаотическому движению 
стержня: 

,/0* В*
I apS£’<»>2

Зп8 Й
2р \'/-

где а Р/Р*. Вычислим область критических значений внешней силы 
для медного стержня кругового сечения с следующими значениями 
параметров: Л =0,5 м, р=0,01 м, <м — 50 Гц, г — 10՜2. В этом случае 
для 3,8 Н<Р< 15,4/7 сила Ампера Уо'В* принимает значения от 
14 Н/м до 72,8 Н/м; в частности, при 7=50Л, В = 1 Тл условие 
(2.6) выполняется.

Полученные результаты позволяют утверждать, что описанная 
магнитомехапическая система, движение которой подчиняется детер
министическому дифференциальному уравнению, допускает как пери
одическое, так и апериодическое хаотическое движение.

Авторы выражают благодарность учасчникам семинара «Волновые 
процессы» Института механики АН Лом. ССР за ценные советы при 
обсуждении работы.

DYNAMIC CHAOTIC BEHAVIOUR OF FLEXIBLE CURRENT - 
CARRING ROD IN A MAGNETIC FIELD

V. TS. OALOIAN. K. B. KAZARIAN
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