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ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ 
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СРЕДЫ С ТУННЕЛЬНЫМИ

РАЗРЕЗАМИ

ПАРТОН В. 3.. ФИЛИППИНСКИП м. л.

Динамические задач п теории упругости для изотропной среды с 
туннельными разрезами рассматривали?։., например, в [1—3]. Ниже 
в условиях плоской деформации изучается динамическая задача о 
взаимодействии трещин в неограниченной пьезоэлектрической среде. 
Соответствующая краевая задача сводится к системе сингулярных ни 
гегродифференииальных уравнении относительно амплитуд скачков 
перемещений на разрезах. Проводится асимптотический анализ меха
нического поля в окрестности вершин разрезов. Коэффициенты интен
сивности получены в виде функционалов, определенных на решениях 
интегральных уравнений краевой задачи.

Предлагается схема приближенного численного решения системы 
интегральных уравнений для тех случаев, когда в теле имеется нес
колько разрезов. Приводятся результаты расчетов.

/. Постановка задачи. Рассмотрим отнесенную к декартовой сис
теме координат ох։х,л*։(ха — ось симметрии бесконечного порядка) 
неограниченную пьезоэлектрическую среду класса бтт, ослабленную 
туннельными вдоль оси ох3 разрезами ........к). Пусть из
бесконечности на разрезы надают плоские монохроматические волны, 
тип которых будет указан ниже, а на берегах Л/ возможно действие 
постоянной вдоль оси ох, нагрузки ХЛ(хг хе./) «-Ие[Р*ехр( — 
(к=^\,2). Будем предполагать, что Р* и кривизны контуров /./ — 
функции класса И [41. Задача заключается в определении параметров 
разрушения среды с трещинами.

Полная система уравнений имеет вид:
уравнения состояния пьезосреды [5]

эи ~ Л3А, си ■* с\'г1 ~ (Е1)
3։։ ~ (6‘н — ^’а=—Лл(г։ ‘ Ч) *Ь

уравнения движения (слммированне по у)

^/=’.2) п.2)ОГ

уравнения Максвелла [6].
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д,Н,
сН

.. .. о//։ . .. дНг
<М-> = - р֊. =

д1 а: 

(1.3)

(1.4)

<7/7, | дгН„ = О
В (1.1) —(1.3) Нг Е^ О3 соответственно механические

напряжения и деформации, магнитная и электрическая напряжен
ности и электрическое смешение с'1,, Лп и 3.^ — соответственно, мо
дули упругости, пьезоэлектрическая константа и диэлектрическая, 
„непроницаемоезь". магнитная пргницаемость сред։...

К системе (1.1) —(1.3) неьбходвмп нрпсиелинить соответствующие 
граничные условия.

Для решения поставленной задачи ши՝ к՝м векторный потенциал 
// -- то1Л (здесь и ниже берутся амплитудные значения соответству
ющих величин. А •֊ (0,0. Д3)). В этом случае последнее уравнение 
(1.3) выполняется автоматически, а остальные уравнения (1.3) с уче
том (1.1) дают

72Л, «= к»1)3, 1^А3 4 Лпб1\’</ — 8£3 = С (1.5)

Здесь I/ —амплигудное значение вектора перемещения, С кон
станта, которая в дальнейшем в соответствии с условиями излучения 
полагается равной нулю.

Из (15) получаем уравнение для векторного потенциала

уМ,-!-АМ, = ■££*<։№, А = —, С = Му; (1.6)
Р# с \ П /

Величина с, имеющая смысл скорости распространения света в 
пьезосреде. существенно больше скорости распростри нения механи
ческих в< <буж Ц'най. Например, тля пьезокс р.змики Р2Т-4 с 1,2Х 
Х10; м/с. Поэтому в дальнейшем, предполагая, что длина разреза 
много меньше электромагнитной волны. член с* опускаем. В 
этом случае из (1.5), (1.6) находим

/Л = ^<11уУ (1.7)
йзз

Подставляя в уравнения движения '1.2) выражения дли с ,, из 
(1.1) и учитывая (1.7) я соотношения Коши, приходим к уравнении) 
олюентельн։ зм1.тн гуды вектора перемещений

Vя У -ь з£гай он՛// 4- - 0 (18)
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Здесь ;//==!,2) — волновые числа, с, — скорости распростране
ния соответствующих механических волн, величина х- характеризует 
пьезоэлектрический эффект.

Таким образом, задача об определении механических перемеще
ний сводится к интегрированию хравнсиий Ламе для некоторой фик
тивной изотропной среды с параметрами с,,, с*2 яри обычных кра
евых условиях на берегах разрезов по напряжениям.

При возбуждении плоских волн в неограниченном пьезоэлектрике 
класса бпшт сдвиговая механическая волна не вызывает сопряженной 
электромагнитной волны. Однако, чистой волны расширения и чистой 
электромагнитной волны, вообще говоря не существует.

Дисперсионное уравнение, соответствующее монохроматической 
волне, движущейся под углом р к оси л:; uk - £Аехр| --i(wt + >хх 
Хл)| ж 1 -2). а։ — -43ехр[ — —ix • .ч) |, х«в(х։, ла), //=«(coi3,
sin?) имеет вил

8?)p-$)P-il)=() (1.9)
___________ _______________ *2 £1

28.. . ֊/(•;,+*)’+ «§ ±/(ъ֊*)’ + ''5’
сн о

Соответственно получаем связь между амплитудами 4/*, Л,: 
при /.а?։

С\ = С։Л3СО$3. £/։ = Cr43sin? (1.10)

’ -е?֊ w֊*iP
пои /• — 3։

= C,4jCos^ 4/, — СД$1п? (1.П)
Г k4։^»
МтНЖЧ)

Так как Л <7,. заключаем из (1.9) ?։ == т։-|-О(Л’), — йО(А։)
Поэтому в дальнейшем при рассмотрении механических волновых 
полей в пьезоэлектрике будем считать, что из бесконечности падает 
!> или SK волна. Родственная задача для неограниченной среды с 
криволинейными разрезами рассматривалась в 131 -

Ниже указывается процедура, позволяющая последовательно 
уменьшать связность области, что дает возможность исследовать взаи
модействие нескольких разрезов в среде.

2. Сведение краевой задачи к интегральным уравнениям. Привле
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кая представления решений [3] для изотропной среды, приходим к 
системе интегральных уравнений для пьезоэлектрической среды с раз
резами

2 I Ю'.ХЛи:. ;0) । «ы; :0)|^ = лп(:0) (" = 1.2) 
т-1 £

е/>0 гЛ
6',..,с ֊ 1т,- — -Г /•п5։п('Ь<) — Ло)-+- 

- -о
(֊ 1Г»*г5 / г. -2 \4 ֊ т—2Л,;,) <■֊'•>)

՛ <2 "Зга 
16Л2Я»

(т //)

ф = Л. = Ф.Л
•ап .,1_ ֊'1 ' 3՞ 1 л՜ _.2 11 "*

Ли֊й։: =ехр!/(?0֊-7(1)|, Л։1 =Л։3 = ехр[г(^-а0)|

^2 = ^х = ехр[Ч?о Ьао)1

^ = ас'.-(-1)’-мс՛՛,, г=|:֊-ч|

;=г։4-^։. ;0 = :-։о г г֊^ 70=»агеС —:0). *? = 'Х’)
к 2 2

ь 1- = 1֊1 I.)-.. л'л = ^,>н-2 Л'й 
у-։ *-։ ;=։ К

9-^2
1И7Л1

ехр|(- 1)л/*?о֊^Ао|(ехр[( - 1У՝1 2/֊?0] — <
11 I 12 ц
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л'л* ж „21.2* * ехр К - I )Л£ЬО - /7,Лло1 
12 И

Здесь ДД-'т (м = 1,2) представляют скачки перемещений От на /.; 
•Ь, % - Угол между нормалью к левому берегу разреза и осью охг 
(1з — элемент дуги =А. и -амплитуды вектора механических сме
щений при наличии Ри и волн соответственно, падающих в нап
равлении оси .\'А.

К системе (2.1) необходимо присоединить дополнительные усло
вия, выражающие отсутствие разрывов перемещений на концах раз
резов

| <//?„ = О, т «1,2; / = 1.2........А- (2.2)

Ъ
3. Динамические коэффициенты шгеиси&ности напряжений. Сис

тема интегральных уравнении (2.1) ь совокупности с условиями (2.2) 
имеет единственное решение в классе функции, неограниченных и?, 
концах I.,. Полагая ’, = '.('»)( 1<;?^1), представим искомые плот
ности следующим образом:

</х х'О)У|—??՛ (3.1)

Йт('.)€//|֊1.1|. №1.2

Асимптотический анализ интегральных представлений для на
пряжений [3] на про дол женки за вершины разрезов А, позволяет 
получить динамические коэффициенты интенсивности напряжений в 
виде

К, = Л/ х/|Л'|со5(с»/֊аг5Лг). Кп = лА/|Т|.:оз(^ - аг^ Т) (3.2)

л՛ •1т|л//.<(> I) е ''<։1’я,(+ 1)

/ 1՜ с
4^Л//х'( 4 1)

с '''(¥'Ч(ЧЛ)-е'мт1,9։( 1-1)

1) = ֊
О',

Здесь, при наличии падающей волны имеем Л = 5™г(х™*—ампли
туда напряжений в этой волне); если волны нет, то \=Р(Р — ин
тенсивность действующей на разрезе нагрузки). Верхний знак со
ответствует началу трещины с—а. нижний — концу с = Ь, 21 — длина 
разреза.
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4. Две трещины в пьезоэлектрической среде. Для исследования 
взаимодействия двух разрезов в среде необходимо рассмотреть систему 
из восьми (вещественных) интегральных уравнений. Чтобы избежать 
этого, поступим следующим образом. Введем параметризацию разре
зов \ £։, '< - I- 1 Л^_ 1. Соответственно систему
(2.1) с учетом (2.2) сводим к линейным алгебраическим у авнения.м 
относительно значений функций &*(*>) и Л*(Д) в узлах интерполяции 
согласно процедуре работы [7|.

=։ Л т — (՝|01՝<^Ь . |։,л.-.^2.) (4.1)
»—։

— I »=1

гп == 1,2........2я
лт = лг«(г2/). л-от =-. .у;(л3..), «„ЧА* %). • Мч* ч)

Тгь “ 7Л.(Д1 ’ М' “■»; = = С(Д։.. \)- и’^ = < Ол.

т՝> п՝л 2։' > ш՝. “щЛ Ь* ?(■
/ -»/(/п)т= 1,2........ И — 1; 7=1,2,...,«

_ а»о>) = Дд(Д) 1 о
& Ул1-г։՜ ’ т/Л у'1֊л։'

Здесь \ . Дд, — нули многочлена Чебышева &-го рода: а_., .......
ц>^, — значения соответствующих линейных комбинаций ядер и пра
вых частей системы (2.1) в узлах интерполяции, п — число узлов 
разбиения |7|.

Определим стандартные решения перзой системы уравнений и 
(3.1) Лг^, и ч>^у так. чтобы выполнялись следующие соотноше
ния:

п
(4.2)

| 0. /г = 1
’ п. '? =2 ш =1,2........ п

Талее. исключая с помощью (4.2) соответствующую часть неизвест
ных в (4.1). приходим к системе уравнений относительно второй груп
пы неизвестных Л|я(/я« 1,2.... .я:А 1,2). Фактически такой алго
ритм сводится к последовательному решению двух несвязанных сис
тем (каждая из четырех вещественных интегральных уравнений).



Как показывают числение исследования на ЭВМ, указанная проце
дура уменьшения связности области является эффективной и может 
быть обобщена на случай, когда в области имеет я несколько раз
резов.

В качестве примера исследуем взаимодействие двух прямолиней
ных трещин В<‘> -ро. Ц;, = Р:. '^—рл + />•*• =Р։. — I <5, I ■
пьезокерам икс Р7.Т 4 |5|; а, и - соответственно, начало и копен 
разреза (/^ 1.2).

На фиг. I приведены результаты расчетов амплитуд относитель
ных коэффициентов интенсивности напряжений \ | (кривые 2 — 4) и 
|7’) (кривая 1). определяемых формулами (3.2) в зависимости от па-

Фиг. 2.

раметра <7։=/?2/1 при г։/ = 0,5. р=1. ру—р1 = ^. Кривые 2 и 1 по
строены для случаев, когда на берегах 7.։ и А. задана нормальная 
Р’ ==— Р~ -= А^ = Рсо5у. Р! = — Рр = Р. = Р$|п? и касательная Рх= 
= — Р$1п*. Р- — Рсоя* нагрузки соответственно (при отсутствии па- 
илощей волны): кривые 3 и 4 характеризуют действие Р волны, па

дающей из бесконечности июль осей <, л л։ соответственно (кривая 
3 относится к А։, кривая 4 —к вершине а разреза Л/։ / =1,2).

Фиг. 2 иллюстрирует изменение । \ (кривые 2,3) и 1 '/ ((кривая 1) 
и зависимости от параметра «/,==/?, I — 2 при Р I. р} - 0, =
= 0,5. Кривые 2 и 1 комментируются гак же, как на 'риг. 1 и отно
сятся к вершинам й։. Л։; кривая 5 соответствует вершинам <7,. Ьх при 
действии на берегах А։, А։ нормальной нагрузки.

23



DYNAMIC PROBLEM OF ELASTICITY FOR PIEZOELECTRIC 
MEDIUM WITH TUNNEL CRACKS

V. 7. PARTOX, M. L. HI.SHTI.XSKl

►ՈԻՆԵԼԱՅԻՆ ԿՏՐՎԱԾՔՆԵՐՈՎ ՊԻԵՐ.Ո ԷԼԵԿՏՐԱԿԱՆ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՀԱՄԱՐ 
ԱՌԱ2ԴԱԿԱՆՈԻՒՅԱՆ ՏԵ11Ո1«ք**:5ԱՆ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ԽՆԴԻՐ

Վ. a. «111.ՐՏՈՆ, Մ. Լ. 1ԻԼՇՏԻՆՍԿ1'

II. մ փ ո փ ո t մ

ձարի դեֆորմացիայի պայմաններում ուսումնասիրված Լ անսա հմանա
փակ պիեդոկերամիկական մ ի չա վա J/i lit մ սարերի փ ո իւ Ш ղղե է) Ոէ թ յան ,ամար 
դինամիկական խնդիր; Համապատասխան եզրային իւնզիրր բերված է կ^՚րր- 
i[uii բների վրա տեզափոխութքէէլնների թոիչրների ամււ/{իաոէ ւյների նկատ
մամբ ինտեղրաղիֆերեն 1{իսղ .' տ վ ա սա րո ւմն երի Համակարզիէ կերված I, կարր- 
վսւծ րն երի զազաթների շրջավայրում մեխանիկական դաշտի աււիմ պսէոտիկւււ- 
կան վերլոէծությունրւ 1'նէոենսիվության դործակիցներր ստացված են !իւււնկ~ 
ցիոնա/ների տ ե որով։

Աո աջարկվ ած Լ ինտեդրս/ք հավասարումների (tu ծման մ ոտավոր թվային 
եղանակ այն դեպ րե րի Համար, երբ մարմնում կան մի բանի կտրված բներ)
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