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В реальных газожидкостных средах может имен, место интенсив
ный теплообмен между газовым пузырьком и окружающей его несу 
щей жидкостью за счет их динамического взаимодействия. При ном 
количество тепла, отданное нзырьком в процессе сжатия, не обя.ю 
тслыю равняется количеству 0.41.1;՛, полученному пузырьком от жид
кости в процессе своего расширения Гем самым, может иметь место 
диссипация кинетической энергии смеси за счет необратимого межфаз
ного теплообмена. Важность учета тепловых эффектов, существенно 
влияющих на собственную частоту колебаний пузырька в жидкое :в, 
показана как в лит иной [I], так и в нелинейной 12, 3] постановках. 
Известны, физические и численные эксперименты по распространению 
слабых ударных волн [-4 8] подтвердили возможность главенствующей 
роли тепловой релаксации в общем механизме эффектов диссипации 
В настоящей работе на основе молельных линейных уравнений Бюргер- 
са-Кортевс! а-де Вриза исследованы задачи по распространению возму
щений. начальные распределения которых задаются в виде разрывных 
и непрерывных функций (задачи Коши) Выявлено, что в полученных 
асимптотических представлениях реш'чшй далеко впереди волны эффек
ты диссипации противодействуют (ослабляют I, а далеко позади фрин 
га волны—способе тауют (усиливают) процессу затухания возмущений.

§ I. При адиабаЛшес.ком н н ютсрмическом предельных гермоди 
иамических поведениях газового пузырька в жидкости тепловой поток 
от пузырьки в жидкость и обратно отсутствуют [6, 7) Для он учета 
в качестве исходной системы уравнений, описывающей течение двух
фазной мопо.ик перепой бсссто.ткновчгельвой смеси с учетом нессвпа 
дения давлений и температур в фазах, эффектов вязкости жидкост и 
неодииочнооп газовых пузырьков, воспользуемся уравнениями [7] 
Используя метод коротких ноли [9]. из исходной системы можно по
лучить безразмерные нелинейные уравнения. описывающие распрос
транение воли малой, но конечной амплитуды и учитывающие эффек
ты тепловой релаксации. Их подробный вывод приведен в [10]. где 
различаются случаи термодинамического поведения пузырьков, близ
ких:
к изотермическому (квазиизогермичсский процесс)
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ди ди■/Н “’Г01 дх.
&«, . .. ------ Г .։'--- ~ — 1 1 
дд| М

к адиабатическим}՜ (квазиадиабатическпй процесс)

ои. ди. . & и. м д3и.
—- 1(Н.—!----- —7 йтт-Т^։ *'
д( дх} дх\ дх\ (1.2)

Здесь (.г., /) подвижная система координат, связанная с фрон
том слабой ударной волны, распространяющимся либо с изотермичес
кой. либо <՛ адиабат нц-кой скоростью звука в покоящейся смеси; и. 
приведенное возмущение скорости частиц смеси: б , коэффициен
ты, учитывающие диссипативные эффекты за счет вязкости, а^г и > 
ли счет тепловой релаксации (.межфазного необратимого теплообмена ।. 
>.г коэффициенты тисперсин. учитывающие также неодиноч- 
пость газового пузырька в жидкости, г{ (-■ т 1 )/2 коэффициент
нелинейное:! и, ;■ показатель адиабаты газа. При -П и •/.-* О 
уравнения (1.1) и (1.2) будут описывать соответственно чисто изотер- 
мическии и адиабатический режимы распространения возмущений 
[4, 6]. Напомним, что уравнения (И), (1.2) выписаны в безразмер
ной форме.

В линейной постановке, полагая в (1.2)/г։ = гехр( —/И, получим 
уравнение относительно г, идентичное линейному варианту уравне
ния (1.1). Поэтому в качестве основного уравнения, подлежащего 
решению при различных начальных условиях, примем (1.1). Обозна
чим > и, и для простоты записи индексы опустим

ди д*и д*и _ ------ ------------  ------— о 
д1 дх7 дх3

Применяя к уравнению преобразование Фурье. нетр\ то проверти, 
что его общее решение имеет вид

и(х,!) | 6’(£. б)ехр( —’/Ма)ехрр'(Т^’ хя)\дя (1.3) 
м

где Ui.fi, 0) Фурье-образ начальной функции
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С(А\ О) —- — | и(х, 0)ехр( /А’Х)г/л* 
2 •՛՛«

Пусть начальное условие задается в виде разрывной в точках 
х=±1 функции 0)= э|§?п(х5дп(х —/)]. Тогда

^,0) = ?!^ 
к /г

7 = СОП81

Подставляя его в решение (1.3» н 
грал как свертку от функций Эйри н

рассматривая получаемый пнтс- 
п-ые։ радов вероятности [II. 12].

получим
Г* 

«(Х./)=Л=(37Г) г (|ег։01^
Используя связь [13] между де.'.м а-функниен Дирака и функцией 

Эйри, нетрудно показать, что при г/ —0 полученное решение пере 
ходит R заданное начальное условие.

Перейдем к изучению асимптотического поведения решения при 
больших значениях Л Разлагая функцию Эйри в степенной ряд по д, 
находим [12]

2о ~ 12г1/ X \7 . /-4֊/\
«4.0 = 7^(370 * 1 (֊^,(^> ’Л<-гДт=)|г” ег((2Т=)

՛ — «

/г-/\ „К I / /։ X
ег(։.27Т/ ('О2 ехр(-X

Здесь /) 2а ($) — функции параболического цилиндра, сводимые 
посредством известных формул [11' к вырожденным гипергеометри
ческим (к функциям Куммера Ч (л,$2 2)). Поэтому решение мож
но выразить через функцию Куммера

45/ _£ / Р \- (Л)” / Л Xц(х./)=?т^) ехр/֊^ — (3./)

Х<1'(л-ф —. — ) (1.4)
\ 2 2 4>/ /

п -V /։Рассмотрим асимптотическое поведение решения при г — . 
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Согласно формуле асимптотического представления функции Куммера 
при малых значениях аргумента [11]

4а/ ՝ (>/Р -If* Гп,/ х
„(Х.О = 77(31() > у_-г(з-;1) »

Теперь получим асимптотические виды решения щлско впереди и 
позади фронта волны Ирв х(3;/) 13 — оо, используя формулу 
асимптотического разложения для производных функций Эйри [13],
имеем

2«/ _ L
и (х, () = -(3* /х) ’ е х р (1.5)

Таким образом, далеко впереди волны на расстояниях х-<¥/՝•'■“)
где г >2/3 затухание возмущений происходит одновременно как по
степенному, так и по экспон՛, нивальному законам, при этом учет дис
сипативных факторов противодействует этому процессу.

При х(3՛;՜/)՜13 - — ос аналогичным образом находим

«(*./)- -
4з/

3;/х (1.6)

то есть далеко позади волны (х = (){(' ). «> 0) затухание возму
щений имеет оснилляционный характер, при этом диссипативные эф
фекты усиливают этот процесс. При переходе от одного газа к дру
гому, отличающимися по величине коэффициентов гемпературопро- 
водности на порядок (например, СО, и Не), учет тепловой релакса
ции, характеризуемый коэффициентом начинает играть основную 
роль в механизме диссипации.

В случае пренебрежения всеми диссипативными эффектами удоб
нее всего обратиться к решению в виде (։.4), Используя асямптотичес 
кос- представление функций Куммера при больших значениях, аргумен
та, а также формула Лежандра для удвоения аргументов гамма-функ
ции [11] решение можно записать R виде

1 /1л 31
(1.7)

Отсюда, аналогично выводу формул (1.5) и (1.6), нетрудно чолу 
чп:ь при х('3-;О 13 -ос (далеко впереди фронта волны)

при х(З^) 1/3 - ос (далеко позади фронта волны)

4с х | Т | 2 х [L т. / I х |L\
1 со։|у wr “ H'kJ (1.9)

Очевидно, что при с —0 формулы (1.5) п (16) не переходят в 
(1.8) и (1.9). Такая неравномерность разложении объясняется тем. чго
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о решении (1.4) берутся различные ириде.пшыг асимптотические пред
ставления функции Куммера. Именно шт о му и (1.5)- (1.8) законы 
затухания различны.

2Если Z-*oo и д՛ где 0<^е< —, то в решении (1.7)
3

можно ограничиться первым членом разложения 

4т/ L / .V \ 
и(х. t) ^=(3(0 * (1.10)

V - \| Зт/ /

При таких порядках величины расстояний далеко впереди и поза
ди волны имеем Л'(3?/) 1 ֊»0. а л^З;/)՜1'3-» . оо. Поэтому в реше
ниях (1.8), (1.9) синус-функции можно заменить их аргументами и п 
формуле (1.10) использовать асимптотические представления функции 
Эйри. В результате предельных переходов придем к решениям (1.5) 

2
и (1.6), в которых >-=0. При е>—, то есть на еще более отдален- 

3
них расстояниях от фронта волны, справедливы решения (1.8) н (1.9). 
Отметим, что применение метода стационарной фазы к вычислению 
интеграла (1.3). в котором * = 0, дает лишь решение (1.9)

Если же ! • 'к. и x = p(fJ;i), то в (1.7) необходимо использовать 
Представление функции Эйри в виде [11. 14] рядов по возрастающим 
степеням аргумента. В этом случае затухание возмущении происходит 
одинаково по обе стороны фронта

4о/ /2 \ _1

§2. Для подтверждения качественных выводов и результатов п. 1. 
рассмотрим теперь начальные условия в ви те непрерывных функции 

а) я(л*, 0) = ехр( — w’.rs). т ~ const
1 / kl \

U(k, 0) = —-у=ехр( — —-- ) 
2mV ~ \ 4/п2 /

Общее решение (1.3) теперь запишется в виде

и(х, О = | ехр^ — — ^у՜՜' **^ехр (гДМ3 4- ixk)dk^=

— Эи

1 _ L ЕС/ m'z* \ / х — г \= 7Т(ЗП ’ фхр( - ,^4тЧ< )м(.^)аг

— >
Здесь при переходе от пирвог ; интеграла ко второму применена 

теорема о свер:кс Фурье-прообразов подынтегральных функций. Раз 
лагая функцию Эйри в степенной ряд по переменной интегрирования 
и приводя интегра.; к гамме-функции, после применения формулы Ло
ис а н дра для Г - фун кци й, п ол у ч и м

1 L * 1 .^/11 4w?/Z \л Ил. / х Xu(x,t) = -(3֊t) » 1 —(3(<1 3(——) л<(-',’(57=) 
т я֊ол1 \ 4/п- / \ГЗД/
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Для получения решении далеко впереди и позади фронта полны 
воспользуемся асимптотическими представлениями [13] производных 
функции Эпри 11?и х{3\1) ’ —-х. находим, что далеко впереди 
волны

«(.г. о- 2^(3;'П • ехр | -1(֊у + 1 ! 4/п’*/ X I ~4^ 3 ,7 I (21)

ГО ;Ч ||. \‘|ГТ Л111 11111.4111111 ПРИВОДИТ К ОСЛ ВОЛГИ НЮ процесса МОШ.Т'ЛНИО-
го опухания возмущений

При зс(3т() ' -V. имеем

«(.V, / ) = — 3,/л 
1Н I

I г 4/л’>/ |.г| \ 7 2 л ’ « \
.7тЛ'°Л7 РзГ< I ) (2.2)

то •«.г! дал и волны диссипация усиливает процесс ч ип.11;
нпинииги затухания возмущений.

Оченн ню. нч г точиосп.ю ли коэффициентов. законы .опухания 
возмущении (2.1) (2.2) при Г - ос совпадают с (1.5), (1.6). При этом, 
как с учетом лисснизцнн. так и без него, проведенный анализ о порядках 
величин расстояний, где справедливы полученные решения, сохраняет 
свою силу и в рассматриваемой задаче.

2.7!5
б) и(х, 0) =—— хехр ( — т* 1х։), щ = соп$1

■+• 4щ’ -/) ; (3,0 3 | - е.\р(

(2 3)

<1есь (iir.ui, применена теорема .՛ спертке При / -0, согласно пре

4=(3;/) г
I - \ I З.г '

где '«(а* с) ,ц.пли функции Дирака нетрудно проверить пыиолне 
пи< нач.1.1ыин<։ условия. Ра «латая в решении (2.3) функцию Эйри в 
ряд по степеням г и нсполь «уя интегральное предел пиление 1'-фуш<-

Ь /3
иЦг, 0) = / - Ф (֊- 

2- \ 2
Л։ \ к — ) =1 — е.хр 
щ’ 7 2г

При вычислении Фурье-образа С'(к. и) использовано преобра
зование Куммера для вырожденных гнпсргеомегрических функций [11]. 
Общее решение (1.3) для рассматриваемого случая примет вид

— 4т1 ՛(
4/л’

е\р(ё;Мл =

2т3
— (1

֊ ’ /

дельному переходу [13].
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цин. после применения функциональных соотношений и формулы Ле
жандра [11] получим

1 1 /l+Wv/V -** .,/ х X
"(*•') = ^(3,0

(2.4)

Выясним повеление решения на больших расстояниях из фронта 
ВОЛНЫ впереди и позади пего. Аналогично выводу формул (2.1) и (2 2) 
находим:

при л(37О“’/3 (далеко впереди волны)

11 РИ Л'( 3?t) ~1 ‘3 — — ос (далеко позади волны)

n(x,/)=-pL(3;0 •1 L / 1 4- 4/и3>/ х Г\ / 2 х * “
՝ |А':; М- —1^— 3?/')cos V.T гЖ " 4

(2.6)

Таким образом, как и и вышерассмотренных задачах, впереди фрон
та волны эффекты диссипации ослабляют а позади фронта усили
вают процесс затухания возмущении Если / - оо, то на расстояниях 
л՛ = О(Л՜3՛ )при ^>0 этот процесс описывается решением (2 6), а 

2 
при е>~---- решением (2.5).

В недиссиначинном Bapnanie (> О) решения (2.1) при/ —-к> и 

для расстояний x = O(tfl'i ), где 0<г<— . можно ограничиться при

ближением

Н(х.о=֊?(ЗД-Ьг(г^)
(2-7)

Здесь штрих означает дифференцирование ио переменной. Дейст
вительно, именно на таких расдчояниях х(3?0~1/3 ՛- } а 
поэтому, используя асимптотические предстанлення производной функ
ции Эйри [13], нетрудно показать совпадение формул (2.7) и (2.5), 
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2
(2.6). При е> з ։ то есть на бо^ее отдаленных расстояниях по обе 

стороны от фронта волны, справедливы только формулы (2.5) и (2.6).
Итак, анализ полученных результатов свиде1ельствует и том. что 

даже в отсутствие эффектов вязкости хчет других диссипативных фак
тор! в весьма существенней при исследовании волновых задач в дис
пергирующих средах. Впереди линейной но.тнь’ затухание возмущений 
происходит на более дальних расстояниях о г фронта волны, чем позади 
него.

INFLUENCE OF DISSIPATION ON THE ASYMPTOTIC PICTURE OF 
LINEARY WAVES PROPAGATION IN GAS-FLUID MIXTURE

G. G. 011 AN! AN 

'H'llb^HUiblkHb ИД'НйЯ!MU'.llbbl! ‘W.II.J?‘l.llb’i Inll.lFbllbP'EbbPllbir 
М1ШФ IM.bPbbPb SUI'IUni’Il.b ILIII'IHlSIISb’i fllUSbbPb '1.141,

՛>. д. о;иыиъ

U. if ||1 n ։|i n I ։f

Pjyitpqbpit-4)>ftlltl)lfbq ■ if ti U itqbfiiljftli qtliujflli У iitlfui и in p tn >)h b{i ft

'fidt/ili tfptu ‘"buiiutfnitiifiiifr ЬЪ iftiiquil Lqnilf fuiuuhttt pi/mtf fl'H-lf ! in pt fit! Л in (fill 
/и/ftp'll bp ft tn tup an) if шЪ fit'll tffip'ltbpp: '•? iftq _<■ in tfb b pft vbptf uit/fthuiJ ftlftnljinh '/■"/»- 

I ftp Ijiitliitfuitf tiiiiipphpifnitf bh qpqnntif'libfift iniupuidiftub pi[nitififii[ttf}f>ptifrlf 
it Ifinqfiinqftinpujvtfilf ufpn gbtihbfffi։ II If if ph tn If inlj •ifinfiltiihiib/tp if bptjiftnd bh 
futfifnq h iu1ipfaif*> turn Iftnihlfi/fitttbbftft utbitptii/i H ttt ttiyifuib bh Jtiidtttifhbpft Hi

ll fttf Uf in till) ji lj hbplfiujinynufhbpp ttiffipft am b Ui tit p <) p uuf tu If aih fih шиш? b \bttn 
f lliptftuA. lift IDfftpft Л 111 if 111 III fl JI p III I fill If Uli) fib llllllllf If ft tt fulfill ppui ffl I, 

Ip b If nth b pp fl m [at tjhrtt.il, fi и If p in ifiu If mil fib >bui' mil h qui rjlitttil Lh tfpqtt I'ltfhbpfi 

ituifiJtiiii ufpttybupt
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