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Использована модель структурной жидкости с несимметричным 
। сизором напряжений к решению задачи о смазке цилиндрического 
подшипника. Получено аналитическое выражение для условия отрыва 
смазочного слоя от подшипника. Установлено, что при заданной наг­
рузке условие полной смазки (отсутствие отрыва жидкости) будет 
выполняться при угловых скоростях меньших (в зависимости от микро­
структуры жидкости) по сравнению с результатами классической тео­
рии ньютоновской жидкости.

Работа машин, как и их долговечность, экономичность и надеж­
ность в значительней степени зависят от конструкции и качества под­
шипниковых узлов. В новых машинах и механизмах, как правило, 
проектируются значительный рост скоростей вращающихся деталей, 
увеличение точности работы вращающихся узлов. В связи с этим, 
создание подшипников скольжения, удовлетворяющих высоким тре­
бованиям, невозможно без дальнейшего развития гидродинамической 
теории смазки. Поэтому гидродинамическая теория смазки имеет важ­
ное и большое значение для народного хозяйства, так как она являет­
ся основой рационального проект кропания подшипников вязкого тре­
ния.

Накоплено большое количество результатов, свидетельствующих 
о том. что на базе классической теории континуума невозможно точно 
рассчитать характеристики течения некоторого класса жидкостей, в 
особенности при рассмотрении течения смазки в подшипниках, где 
величина зазора может быть сравнима с характерной материальной 
длиной вещества, значение которой, обусловлено средним размером 
молекул или зерен, содержащихся в смазке [I].

Все более очевидно, что разработанные в последнее время поло­
жения теории структурных жидкостей могут успешно описывать не 
ньютоновские поведения реальных жидкостей*. В этой теории вве­
дены два независимых кинематических векторных поля, одно из кото­
рых представляет поступательные движения частиц жидкости, а дру-

’ К настоящему времени опубликовано боь.шоо количество работ, поеняшенны < 
1гой тематике, о чем поста точно полно наложено а работе [1].

54



ное- угловые или вращательные движения частиц. Характерным 
отличием теории структурных сред с несимметричным тензором на­
пряжений является присутствие масштабных параметров.

В настоящей статье применена теория кон . .шуума с несимметрич­
ным тензором напряжений к решению задачи о смазке цилиндрического 
подшипника.

/. Приближенные уравнения плоскопараллельного течения
смазочного с ло.ч

Общая система уравнении движения вязко]'-; несжимаемой жид­
кости с несимметричным тензором напряжений имеет вид [1, 2]

V • ъ = 0 (1>1)

(11/ \ —
— =----- 7/’+2'Г • > [2<и —V Т'| | / (1.2)ас о

, (1-Ч> — •> —• -»
/ — = 2о (V X V — 2<о) > с՝оу(? • м)- 2с,/С • ■ (?«)« + С (1.3)

Здесь г» массовая плотность жидкости, р—давление, /—скалярная 
константа с размерностью момента инерции единицы массы, V—век­
тор скорости точки, ю вектор, характеризующий среднюю угловую 
скорость вращения частиц, из которых состоит точка континуума, 
> -кинематическая ньютоновская вязкость, >г -кинематическая вра­
щательная вязкость, сс, с,<, г,.—коэффициенты моментной вязкости, 
</(...)-- -------полная производная по времени, у-пространственный гра- 

аИ 

диент, (уи)։/ и (719)“'—симметричные части соответствующих диад, 
(?1’)а и (?9»)а—антисимметричные диады, / - вектор массовой силы, 
с—вектор массового момента.

Ограничиваясь анализом ту мерного (плоского) установившегося 
течения жидкости, считая массовые силы и моменты пренебрежимо 
малыми, сохраняя с тягаемые, имеющие наибольший поря юк величи­
ны, получим дифференциальные уравнения смазочного слоя в случае 
плоско-параллельного течения в виде [I 3. -1].

1^-=ь+,г)^+2,Л
ах дуг $у

<?у

(1.4)

(1-5)

0у2
(1.6)
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(1.7)ди , ди 
• - |- “

дх ду
Здесь и и V- проекции вектора скорости точки, соответственно на 
оси л* и у; « проекция вектора угловой скорости вращения частицы 
на ось г..

2. Гидродинамическая теория цилиндрического подшипника

Рассмотрим задач} о смазке цилиндрического подшипника при 
эксцентричном расположении шипа (шейки), полагая, что смазочное 
вещество заполняв! все пространство между шипом (или цапфой) и 
подшипником. При этом движение смазки в смазочном слое будем 
считать плоским Практически это означает, что мы при расчете не 
принимаем но внимание то, что длина шина, охваченного подшипни­
ком, конечна.

Обозначим радиус шипа Д>։, радиус подшипника /?2, а перемен­
ную толщину слоя смязки между ними Л (фиг. 1). Пусть шип (шей­
ка) вращается равномерно по часовой стрелке и пусть линейная ско­
рость на поверхности шипа рання 6Г, причем эксцентриситет е 
принимается очень малым ко сравнению с радиусами окружностей 
/?։ и /?2>Я։

е /?Р К։

Будем положение любой жидкой частицы в смазочном слое оп­
ределять криволинейными координатами х и у, где х = ОА из­
меряется вдоль дуги окружности радиуса £։, а у отсчитывается от 

точки Л по направлению нормали к окружности. При этом точка О — 
неподвижная точка, взятая в том месте, где расстояние между ши­

пом и подшипником является наи­
меньшим. Введем центральный угол 
?, отсчитываемый от ООХ в направ­
лении против вращения шипа, тог­
да х = 1^.

Примем, что толщина слоя 
смазки Л с голь мала по сравнению 
с радиусом шипа /?։, что кривиз­
ной координатных линий можно 
пренебречь и считать для течения 
в смазочном слое справедливыми 
приближенные уравнения (1.4) 
(1.5). Решение задачи в этом приб­
лижении для классических ньюто­
новских жидкостей было дано Зом- 
мерфе льдом (5|.

Под А=Л(?)=.4/? (фиг. 1) по-
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имеется местная толщина 2 г। а между подшипником и шипом. Ее 
»легко разыскать из треугольника О/ЭЛЗ. При малом в угол О,/Ю2 
близок к нулю и из треугольника ОХО^В приближенно имеем >6 = 
= <?со$с.

Вводя в дальнейшем обозначение /?2 — с, будем с принятой
точностью иметь

Л(?) = с — есо$® = <?(а — со$'г ) (2.1)
где а —с е—1 г обратная величина относительного эксцентриситета. 
Величина ? всегда больше единицы (1=ст=^гх.).

При выбранном начале отсчетов углов « будет
—՝с — е при ? О

Атл = ^1* при
Соприкасанию окружностей будет еоответствог;: и. зпачеш.е же 

ценгриситета е^=с—/^
Здесь и ;.алсе ирдсгс 1 \ /У опуцен.
Уравнения (1.4) и (1.7; могут быть переписаны т ле

1 д՝’ А 1 \-------- Г — = 0 2.2
Ндг ду

1 др
R д*

2г —2 >' ду (2.3)

Граничные условия будут иметь вид

« = — (', г 0, <•> ֊ 0 при у = Л 
н = 0. и = 0, ш—0 при у = к (2.4)

Выражения для скорости и и угловой скорости вращения частиц*« 
получим из решения уравнений (16) и (2.3) при граничных услови­
ях ’(2.4)

и__ 1_ др // сЬЛу — 1 \ _ ,.
11~^дг\2 к ' Ы։к / ~

с!у_^1^у_У^֊ В^-Р । (ад
I к | вйАЛ

1 др 1 ., / , , сЬ&й — 1-~С( с.Ь£у -------- яЬА’у
2 \ НАЛ

(2.6)

Здесь

. Л՜' .. / г1Г 3 * /6-1 с‘.: \*■’

а постоянная интегрирования С дастся соотношением



Для определения давления р обратимся к уравнению неразрыв­
ности (2.2). Беря от обеих частей этого уравнения интегралы по у 
в пределах от О до А и принимая во внимание условие (2.1), получим

й /1
/ 1^/ 1 о с . А— I------ (1у -- ------ — н^у==0

.' R ду R д? о о

Второе равенство следует из того, что при у=Л «=0. 
значение и из (2.5) и интегрируя, получим

Подставл я я

(2.7)

где

, ... . .. 1 Г V/ . АЛЛЛ'.Л А)=— !------------ сПз —
12 /г 2Л 2

Интегрируя вновь, получим

(2.*)

1 // ' V------:---------- (А — Л.)
2А’/(\',/,А) 1

(2.9)

где А։—постоянная интегрирования.
Из (2.9). интегрируя по . будем иметь

/Л?)֊ 2 1./А2/( У./.Л)
о

1’ <7?
’ .'Л3/(А'Л,А)
0

(2.10)

(/? 7; Оъ 2

Постоянную А։, наперед неизвестную, можно исключить из условия 
периодичности распределения давления

/;(<? -г 2֊) = /;(?)
или, в частности, соотношением

Р(2~) = />(())-()
.՝> !<» даст

Л(2^)
(2.11)

2֊
(К I (2.12)’/?/(№,/, Л)’ 

о
Такие образом, распределение давлений в зазоре подшипника пол­

ностью определено. Уровень давления в точке минимального зазора 
или какой-ниб) о> другой точке може՜ быть задан произвольно и в 
выражение поддерживающей силы не. войдет.

Тогда дли давления будем иметь
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рМ=-֊и^, /։(?)

где

,։(? 1 = ] А։/(^,/,Л)' = /Л7(,\', /,А)

и о

(2.13)

(2.14)

Безразмерное распределение давлений в зазоре подшипника ол- 
ре дел я ется в ы р а ж ен ием

(2.15)

где

Р(?) = /\(2к)
4 2^։(2к) ’1/^.

5։(2п)= I—-----
?№/(Л՜. Н)

о

Л։(2п)= [------ , /(Л',Л./У)= - ; —-------------------- 1֊сль——
7 #’/(Л՛',/.,//) 12 (А/7)։ 21.Н 2

о

Н-—. Ь= — (2.16)
е I

Найдем результирующую всех сил давления и трения (главный 
вектор реакции жидкости), действующих на шип. Так как величина 
с так же, как и Л, считается очень малой по сравнению с А\ то при 
вычислении результирующей силами трения можно пренебречь (5)

Относя главный вектор V/ к единице длины вдоль оси подшип­
ника. будем иметь

№«•? = М/$1п? -- /?
о

(217)

для нормальной к линии центров нагрузки (в расчете на еди­
ницу длины шипа) и

1^0= Ц’7СО$ |/^со$®^? (2.18)
о

для компонента нагрузки 1Г0. действующей вдоль линии центров (п 
расчете на единицу длины шипа). Здесь фазовый угол между ли­
нией действия нагрузки и линией центров*

Заметим. по в силх периодичности и нечетности давления р вто­
рой интеграл тождественно раней нулю.

Интеграл (2.17) прите всего вычислить по частям, найдем
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1-.
= — А* | /и/(со$?) ~ — /?/;со$? -Ь /? | с1р С О <«7?

и и !>
Из условия периодичности давления неинтегральное выражение 

обращается в нуль; подставляя вместо йр:(1у его выражение из (2.13). 
получим

IИ" иг<-ъ СХ^՜} (2.19)

или в безразмерной форме

где

(2 2и)

2-.
. . 1՛ С0$?г2'^ . ։■'■ ]л’/(М-ЛА)’ ,''՜

II

2п
, _ 1՝__ со§?</?

'3՜՛ ~~ //2/(//, £..А/)՜ ’
О

Соз;/ V?
7-7?

СО$?<А?
\н^(ЫЛ.Н) (2.21)

Л’/М'./.'О’
2 г

117,./֊

о
Заметим, что в предельном случае Л->ос или .V —0 выражения 

для давления (2.13) и (‘2.1 .) и выражения для нагрузки на шип (2.19) 
и (2.20) переходят в соответствующие формулы классической гидро­
динамической теории цилиндрического подшипника.

•7. Условие отрыва с лавочного слоя от подшипника

Вопрос применимости гидродинамической теории цилиндрического 
подшипника в случае ньютоновской жидкости, в частности условие 
отрыва смазочного слоя от подшипника, был рассмотрен Я. С. Л ей бен - 
зоном [о].

Ниже рассматривается условие отрыва смазочного слоя от под­
шипника к случае структурной жидкости с несимметричным тензором 
напряжений. ..Хх

Как видно из схемы, показанной на фиг 1. в области, где 2л><р>л 
(левая половина смазочного слоя), течение смазочной жидкости про­
исходит я расширяющейся полости, созданной шипом и подшипником, 
аналог ичноП плоскому диффузору. Следовательно, можно ожидать, 
что где-то в этой области может произойти отрыв смазочною слоя от 
подшипника и возникнуть обратное точение смазочной жидкости. Приз­
наком возникновения отрыва на внешней с гонке является обращение в 
нуль производной (~\ =0. Подставляя сюда « из (2.5). получим

\ду/^
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___________ _________л* л~ сш* 1
2 А $ЬАА®

откуда с помощью (2.9) будем иметь

2/(Л\/,Л*)
1 . Л;а - 1
2 АА* хИАЛ*

(3.1)

иди в безразмерной форме, с учетом (2.Н), будем иметь

Гх(2*> =н>\՝ _
/•։(2-) 1 Л' сЬУ/./7*-1

2 ’ Ш' зЬ.УД//* 
где

(3.2)

Выражение для нагрузки на шип (2.20) 
Зоммергельном при Л'—0 или I—гъ |5]

своди 1ся к выведенным

11т 117Л «аоили

12-г.б/7?Ь3
С’(1Ч -21’/։’֊ I

(3.3)

В третьем предельном случае /. »0 классическое решение умножается 
на 1/(!֊№)

„ 12^- 1|| П1 1С- г ,4 =-------- '  ___— ----------
-•о <Я(1+2»’)Г2* • (1—№)

(3 4)

раме гр
Для дальнейшего удобно ввести в рассмотрение безразмерный на-

[5]

(3.5)

что параметры з и р при £ »0Из формул (3.41 и (3.5) видно, 
связаны зависимостью

!2пт4С7^

На фиг. 2 показаны гра­
фики безразмерного парамет­
ра в зависимости от а при 
различных значениях парамет­
ра Л'. Предельные £ -0 и 
£֊-ои дают верхнюю к ниж­
нюю Гранину параметра ф

Выражение для условия 
Отрыва (3.2) сводится к выве­
денным в (5] условиям при



Л'—’0 пли

где

Пт А* = — А, 
£-* 2ИЛИА'-О

2-
f —

J А։ 
о

J А’

(3.7)

(3.8)

В третьем предельном случае /. «О 
(3-2) также сводится к (3.7)

выражение для условия отрыва

ч
Нт А* = — Л. (3.9)
д. -о 2

Для вычисления входящих з (3.8) интегралов введем в рассмотре­
ние следующие интегралы:

f
s»(?,x)= 1՝. d՛՛ - (Л = 1,2,3)

J (я —COS?)*О
Кроме того, введем обозначения

S.(2-«)= I—*’-.$,(2,.«) = |------,$,(2^) = 1՜
Ja—COS© J («—COS?)’ J (a—COS?)’

о о ՛ и
(3.10)

Выполнив интегрирование при а>1, получим

= ‘31’>

Заменим в равенстве (3.8) А его выражением (2.1). Тогда, при­
нимая во внимание обозначения (3.10). -• учетом (3.11), получим

2еа(ях — 1) 
1 + 2а1

(3.12)

Обозначим через ?։ угол, при коглром А=А։. Тогда из (2-1) и 
(3.12) найдем
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cos?,--(3.13)

Переходя в (3.7) и (3.9) от h к углу ц с помощью равенства 
(2.1). найдем, что угол $*, который определяет место отрыва, дается 
уравнением

Заменяя в (3.14) сгь<|: его значением (3.13). получим оконча­
тельно [5]

.-»э — 4я 
со֊^"=—֊֊֊ТУ <ЗЛ5>

1 Ь 2?.
Таким образом, вышеизложенная теория является справедливой 

лишь для тех значений а, яри которых отрыв жидкости от неполвиж 
ного кольца подшипника вообще нсво.лн жен Так как :«•
условием отсутствия отрыва течения служит неравенство

а3 .2а»_4а_|>0

Многочлен в левой части имеет только один действительный ко­
рень а, равный 3.303.

Отсюда находим, что все пространство между шипом и подшипни­
ком будет полностью заполнено смазкой при условии

«>3,303 (3.16)
что соответствует условию, установленному Л. С. Лейбензоном 
для классической ньютоновской жидкости.

Для параметра 0 условие (3.16), в предельном случае 1.-^0, 
даст

0,153
(1 - А’2)

(3.17)

На фиг. 2 часть кривых, соответствующих гем значениям а и (», 
для которых изложенная теория но критерию отрыва неприменима, 
показаны пунктирами.

Фиг. 3
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Фиг. 3 отражает изменение параметра в зависимости от Л՛' для 
предельного значения Д->0 График показывает, что увеличению Л' 
соответствует возрастание параметра р.

Из условия (3.17) и формул (3.5) и (3.6) следует, что при задан­
ной нагрузке ЮС/2 условие полной смазки (отсутствие отрыва жид­
кости) будет выполняться, если Й угловая скорость вращения шипа 
будет достаточно велика, то есть если

\У^сг
(։֊№)

Заметим, что это неравенство соответствует предельному значе­
нию параметра /.—О.

ON NON-SYMMETRIGAL MODEL OF CYLINDRICAL BEARING 
HIDRODYNAMIC THEORY (SOMMERFELD PROBLEM)

L. G. PETROSIAN

ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԱՌԱՆՑՔԱԿԱԼԻ 2ԻԴՐՈԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ՏԵ11ՈԻԹՅԱՆ 
ՈՉ ՍԻՄԵՏՐԻԿ ՄՈԴԵԼԻ ՄԱՍԻՆ 

(!).ՈՄՄԵՐՖԵԼԴԻ ԽՆԴԻՐԻ)

1,. Դ. ՊեՏՐՈՍՅԱՆ

Ս. մ փ ո փ ո լ մ

Գյանային առանցքակալի յուղման խնդրի լուծման համար օդտագործված 
ոչ սիմետրիկ լարման թ ենզորով կառուցվածքային հեղուկի մ եխանիկայի 

մողելր: Աոսւնցքակալի յուղման շերտի պոկման պայմանի համար ստացված 
Լ անալիտիկ արտ ահ ա յտութ յո ւնւ Պւորղված Լ, որ տրված ծ անրաբեոնվածու- 
թյան դեպքում Լրիվ յուղման պայմանը (հեղուկի պոկման րայյակայությանր ) 
տեղի կունենա, նյուտոն յան հեղուկի դասական տեսութ յան արդյունքների հա֊ 
մ եմ ատոէթ յամր, ավելի ւիորր անկյունային արագությունների դեպքում (կսւի>֊ 
ված հեղուկի միկրոկաոոէցվածրից}:
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