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ТЕРМОУПРУГИХ ОБОЛОЧЕК

АГАЛОВЯН Л. А., ГЕВОРКЯН Р. С.

Оптимизационные требования к конструктивным элементам типа 
слоистых пластин и оболочек вынуждаю! совершенствовать существую­
щие методы их расчета. Для пластин и оболочек, работающих в 
термоупругой стадии, этого можно доп г-путь, в частности, на основе 
решения соответствующей трехмерной задачи и его последующего 
анализа. В работе получено асимптотическое решение класса смешан­
ных прос:ране։венных задач ля двухслойных термоупругих оболочек. 
Считается, что слои обладают произвольной анизотропией (21 упру­
гая константа) и могут являться, например, композитами с иростран- 
стпеииым армированием. Полученные результаты проиллюстрированы 
на двух модельных задачах для двухслойных цилиндрических оболо­
чек. Указанный подход можно обобщить на оболочки из произвольно­
го числа слоев*.

1. Пусть имеем двухслойную анизотропную термоупругую оболоч­
ку с толщинами слоев йР Л2. Отнесем поверхность раздела к линиям 
кривизны ?. (i, ост. y (—направим перпендикулярно к этой 
поверхности.

Требуется определить напряженно-деформированное состояние 
такой оболочки, когда на одной ее лицевой поверхности —й։ за­
даны перемещения

«Л—ЛД=«՜, иД — fit)=v~, (1.1)

а на другой '(=hl задана одна из следующих групп условий, пред­
ставляющих а практических приложениях наибольший интерес:

О =п(Л1)=е '3-> ?>.(*։)s’»՜1-Д’ %(Ai) = s-4r7

Часть полученных peaj.n.j.non доложена ни VI Всесоюзном съезде по тео­
ретической н прикладной .механике (Ташкент. 1986 г.).

2) //ДА,) = -и , а;(й։) — те»+

3) 3,. (/Tj) = s Г/-.(Л1) = -и^, /г,(7/х) = «+ (1.2)

4) м.(Л։) = х՛-, з?Д։)-։ ‘jJ, =e.(//։) = s

Считается, что на оболочку действуют также объемные силы с 
компонентами Л’<б, Л1՜* и температурное поле, воздействие кото-



рого описывается по модели Дюамеля-Неймана с помощью функции 
приращения температуры С<°(а, 7) ֊ 7(п(а. 3. 7) Г^(э. 3, т). Здесь 
и далее ։՛=! для слоя и /=2 для слоя <0. На бо­
ковой поверхности (торцах) оболочки могут быть заданы произволь­
ные условия, они в сформулированных за тачах не влияют на ход 
определения решения внутренней задачи, ими обусловлен погранич­
ный слой. На поверхности раздела слоев ;=0 должны выполняться 
условия контакта

МЩ(О)—«»«»(0), з<‘>(0) = э<-;>(0). (а, 3. 7) И З)

Поставленная краевая задача отличается от задач классической 
теории оболочек тем, что на лицевых поверхностях 7=Л։, Л։ заданы 
иные условия. Поэтом} такую краевую задачу мы назвали некласси­
ческой, хотя с позиций теории упругость она также является клас­
сической.

Подобного рода задачи возникаю . в частности, при исследовании 
контакта податливого тела с более жестким и расчетах упругих осно­
ваний и фундаментов и др. [8. 9].

Чтобы решить сформулированную задачу, будем исходить из 
уравнений пространственной задачи п рмсупругости (уравнения рав­
новесия. состояния, святя дефэрмацин-лсрсмешения) и чтобы умснь 
шить выкладки, в качество неизвестных выберем компоненты носим 
метричншо тон юра напряжений ?// к безразмерные перемещения

V ii.fR. гр=.ч։//?, где R—характерный размер оболочки 
(наименьший из радиусов кривизн и линейных размеров координат­
ной поверхности). выражаются через компоненты симметричною 
тензора следующим образом |Г:

- = (1 + 7//?:К.. -и-П+Т'ЯОъ

^-(1 4՛ Чв<1+7’А)%

•։?“(1Н'Я*ЧТ. ’3т-(1-Н'Я1Ч։ (1.4)

В уравнениях пространственной задач։։ термоупругости анизотропного
тела [I. 2] перейдем к безразмерным переменным

7= в/?’. (1.5)

где малый параметр (если Л։>Л2. целесообразно ввести
В переменных 5, т,, '. система уравнений является сингуляр­

но возмущенной. Известным приемом [3] можно учесть также изме­
няемость по координатным линиям, если вместо (1.5) ввести соответ­
ствующие переменные Решение сингулярно возмущенной системы 
складывается из решений внутренней задачи (проникающая часть ре­
шения) и пограничного слоя |4].

Решение внутренней задачи будем искать в виде асимптотическо­
го разложения [5]
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<у> , /=1։2 
о 7

(1.6)

где хи=-0 для перемещений, •/..= —I для напряжений. Одновременно 
предполагается, что компоненты объемных сил я изменение темпера­
туры допускают представления

Мл). ^-Ь՝4’։՛'1 (1.7)

4- ^-’-0 ֊ V) + + г. ) +

5—0 * 5-0

ибо лишь при асимптотике (1,7) в уравнениях для исходного прибли­
жения будут выступать компоненты объемных сил и температуры. 
Для этого объемные силы должны иметь достаточно большую интен­
сивность. в противном случае соответствующие слагаемые будут по­
рядком меньше и будут входить в уравнения для последующих приб­
лижений.

Подставив представления (1.6). (1.7) в преобразованные урав­
нения термоупругости. по обычной процедуре [1. 3. 5] получим раз­
решающую систему уравнений относительно неизвестных коэффициен­
тов <Х/։А). Решив эту систему, удовлетворив граничным условиям 
(11) и условиям контакта (1.3). получим общин интеграл системы 
разрешающих уравнений внутренней задачи в виде

(х.з.т)

Ч'.։> = Лй + л?<։ -Лу„ + *.'>(?. т„ Я. (,. Р; 1,2)

ЧУ1 - Ч?> -Мй’ -■& Ь .4£> -.<& + (Е. ■.)

«»■” = (А<5 ; + А^о + (А«); + АЙ1) + (1.8)

+ (А»>: + АЙДтМ + «֊՛•> ({, •<)- «<зд (-. = -!) + «М (Е, ъ. •-)

(м, и; а, 3; 5, 4)
- (АЙН ЛЗ)У,’о + ЫЙ’Н- Л£')х#+

+ (Ай1֊ -4§) ֊ ®-<->(Е. О ֊ «■<’■’> (-=֊') 4 ®У'։ <։. ■-։

где

Г| 1 д I д
•сТ/.я =. _ _________ (/?-.(*>-’>)-I________(А -Л* > ’> ) 4-| АВ д'С - * АВ дтУл

о

/?(п I г2)/^_։,4 (а, {■); <, т}; 1,2; Л, /?)

1 ^-»-6 зт 1
в՜^ +/«МГ;, + МГ’))--У I .4 (?'

о
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֊ ԴՀր ֊ МУ՜0 ր Rf™ 4- :/?(ր։ 4֊ G) /™_։> ֊ ?/?ր1Դ^օ_2) մ:

Հ'Հ> = 4֊ + Ք<։'> Pÿ-Հ («, ß; J. 2)

ЧЛ,) = £(<) pc,) + Qÿ p^y Դ рсл)

I И Հ'Հ* 4 Հ^ + “ÏÏ Հ'Հ’ 4 Հ4> Հ'Հ> ֊+֊ «% +
I)

+ • ^^-л^дГ- Դր?/( ' ։>+: ««? ր։Հր՜Ո +
4- ճ9* Г- ՜^' ' ՚ --֊ £/'* 1 Г է^'5՜ ') ■•/(•■> Г -<•■> J) - /И') Г -ù'- ) -Հ

ս 25 ՝рл W45 ։ in w55 ։ ՜<Ո - 50 '1 օյ
-r(r, I ra)(ayO<o։----- r/.jz’՜1 ?)

/ Ժ//(,՝ճ 2) \1+ ? /՜ւՂ^-у fA֊2------- Հ— /p՝’ (M։ г': /1։’ p՝7՝ fr ՝•Y՛՛ i’ “՛ $• 4)

w<(” = I՜ I «Î? ’ճ'-” + «Ջ՛ + aj? Հ,'.տ| + a?,1 - «i? 4‘Հ’ +
О*

4֊ ^)6Р + ՝<"iÎG-ir-1) 4- 4-

«У «V’ l-■֊֊) +
+ ’.* ր,ր, ( ՀՕ 5W2 - д~ ՛’ 'j d\

1 dtL^^ ’>
P<1<'։)= Ä------ ài------ Ւ ՝> + r^>-՝> - a\‘>^- - (1.9)

- - Հ?Ö’U) 4- : Դ ( д jf------- 4- 4- r։ ֊

- ’ ("S? Դ -l?-n 4- «<? Դ Հ-:՝֊։>+ «i_? r2^Հ>” 4- «{'> ր։ Հ֊՝ *> +
-u a«> r։ ^‘֊պ -«<■);(r։ 4- r։)6<2։ ֊ Հ'? 5</>г

(։, В; и, p; A, 1,2: 4, 5)

P“‘S) 17 —Ö--------- W'(AT-l> 4- 4֊ --------------- Rk,u^-^ - uÿ) им _
H 0fj A Ժ; n

(1 \ 
--------------------------- +

B Ժհ /

4֊ y --------R ) - : (d(ÿ Դ 4- rt '4P֊ n 4֊
\ /։ Ծհ /
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1 5'/՜° + <^'Г1 Ч‘-*՝0 + <Ц? Г. ^'֊‘1 ) -

-4’’’(г1 + ^)0?!-1'в!?^1''»вЬ

и ~ ял ^а2 абй 4՜ ‘̂ °-ц ^։«дгв ^23 ^"։,'> <1ы ^12 яплй

5и. = (ап а/}-ал)! Д, Вк} = (ак[а/։ - аА/ан ); Д

А кг:: == (^у’п #Л| 4 #2/л Вь? 1 &5да ^Лб), = В)Ь

Аят ■== &п\ -^։ст ~ Лл2 .4֊2,п 4՜ ^лй ^й/П 4՜ Лдгл« Аат -4глл 

!' =£ I =г * т^у, /, *. / = 1.2,6,; т, п — 3. 4, 5 

и'^=и //?, а-*> = 0 5^0, (и,г՛,те), г։ = /?;/?։. г։ = /?//?,.

. I дА . I дВ о „
«■••= — -~, *•=-----— —геодезические кривизны, /?,. #.—главные

АВ АВ д*
радиусы кривизны поверхности контакта слоев Неем величинам, вхо­
дящим в выражения Д, А^ /?.х., необходимо приписать индекс (/).

В формулах (1.8) '^(5, ч), ^(5, г,), -ДО, >) • произвольные по­
ка функции интегрирования, которые однозначно определяются из 
граничных условий (1.2). Если на поверхности •< = А, =//1։-А-2) за­
даны значения напряжений (первая группа условий (1.2)) эти функ­
ции определяются но формулам

?). -.<;•= -^»(:։) (1ЛО) 
где

•в+/0> = 0«+т> = 'а'т<л> = 0, $>1, (а, 3; 1,2)

\+/) = <’п* ^П, = ч^тг։)^. -.֊^ = ;’г։г23-. хМ=о, л >2

(1.11)
Если же при 7՜-А։ задана вторая группа условий (1.2), то

= Ь^^>4-/ЛзП°. («. РН, 5) (1.12)

= Пз։ У^> 4- Аэ

где

Р'*՛ = А/, | = — I) —//.о՛4)('.==;,) 4֊ ц ’<։) — /г՜՜'4»], (я, 7; п. V, те)

г/±(0) 1(± I у?, /г±:(՝) = о, (д=^0), («, V, те) (1-13)

= (ск1 се1{(с) , Д*, = (сл; с.} — сь. еА!); Д*

а V ” <;а։ ^15 4՜ <’М С,5 С5л 4՜ С55 34 ^43 ' ~ 633 ^55 ^24 <-44 С53 С35 Г<54 С43

Когда при 7֊ А։ заданы условия (1.2) для смешанных задач, 
подчинив решение (1.8) этим условиям, аналогичным образом опре­
делим значения хН, т(д>, и для этих случаев.з^и у.о «*

Таким образом, неизвестные внутренней задачи полностью оп­
ределяются из условий, заданных на лнисвых поверхностях оболочки, 
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независимо от условий на ее боковой поверхности (торцах). Этим свой­
ством указанный класс задач принципиально отличается от задач 
классической теории оболочек, поскольку в последнем случае решение 
внутренней задачи содержит произволы, которые затем определяются 
из условий на боковой поверхности [3]. Здесь же условиям на боко­
вом поверхности соответствует пограничный слой. Вопросы построе­
ния пограничного слоя и его взаимодействия с внутренней задачей 
для оболочек рассматриваются по аналогии с пластинами [6, 7]. От­
метим также, что асимптотическим методом, изложенным выше, мож­
но решать смешанные задачи для многослойных оболочек.

В заключение этого раздела сделаем одно замечание общего ха­
рактера: представлением (1.6), (1.8) определяются решения, имеющие 
асимптотический характер, то есть предполагается, что

Q= V ■'•«mqm+0(s‘+a j (1.14)
5 — 1

Если в общем случае оценка остаточного члена для каждого N за­
труднительна в силу многообразия вариантов задания отношений уп­
ругих и геометрических характеристик слоев [10], в каждой же кон­
кретной задаче она не представляет большего груда, поскольку из 
общего формального решения (16). (1.8), (1.10), (1.12) легко выпи­
сываются все величины, подлежащие оценке. Когда слои резко отли­
чаются по своим упругим и геометрическим характеристикам, можно 
указать случаи (хотя бы теоретические), когда асимптотика (1.6) 
будет нарушена, то есть некоторые отброшенные для данного «S» сла­
гаемые будут иметь порядок оставленных. Возникающие возможные 
ситуации подробно изучены в [10]. Общая качественная картина и 
методика исследования вопроса, изложенные в [10], остаются в силе и 
в обсуждаем о м случае.

2. Приведем решения двух задач для двухслойных ортотропных 
цилиндрических оболочек, иллюстрирующие возможности изложен 
кого вы nie подхода.

Имеем двухслойную ортотропную круговую цилиндрическую обо­
лочку, внутренняя поверхность которой жестко закреплена, а внешняя 
свободна от нагрузок (фиг. 1). Оболочка находится в температурном 
поле и пусть изменение температурного ноля по толщине оболочки ли­
нейно: 2

Выбр1в за а длину по образующей, за 3—длину дуги направ­
ляющего цилиндра, будем иметь

А=В=], г1 = 0. г2-1, Л4«Д3=0, l.'7?j=0, /?.,=/?
где R—радиус поверхности кожтакта слоев. Напряжения и переме­
щения такой оболочки вычислим по формулам (1.6), (1.8)—(1.11).

С точностью О(е’) они будут:

<,<о = ,«>=0. о»>=- -£,(<><•։ +О
**66

3 Известий АН Армянской ССР. Механика. № 3
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Հ>= 16W T(«, Tt + 2ծ) ֊ GJ‘> A, (<։, A, + 2A)] ֊j )̂ 

Հ'>-0<->(^ +*)+ •4,н>СИ։у(^)("п Է2*) г AÿG^'^ У 

//U IX («Л+26)֊55Г§Г?)1°Й'7(«.7 + 2*)-G$ht(ath,-2I» I

Si1 = °й(«/ + *) + -4' °й’ ± <Պ - + 2i) лЙ’ G'i’ (a,h^ 2*> +
ՀքՀ ձ։Հ

/ЯН •/ h 1
4 ag) й (rt* • ՜12b > ՜6ձ? й(rtA ՜2b} 1

w<oe_l iW>7(</j7 + 2ft)--J-ag>//2(«։A5 -2b) - 
2 2

(2 I)

A2
Օ/Հ 2/Հ 6/?

UW = 1.0«I-:(a,7 -f 2A)֊ 16$ fi,(a,h, -2b)- 
Հ Ճ

֊ — (A^ I A^/^ÿia,!,, : 2А)+^.4ИО!4>(«։А։-2А)4. 
zr< հ/Հ

+ J ■ 36) ^^g'Gg(«A_36) +

+ ֊/ё’й£'(2«Л- 36) 
b/<

Պ1? = И? ^?)/ («j?- (a<ÿ)’ ) (2.2)

Փա. I Фиг. 2
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3. Внешняя поверхность двухслойной ортотропной цилиндрической 
оболочки жестко закреплена, а внутри действует постоянное давление 
р. Объемные силы и переменные температурные поля отсутствуют 
(фиг. 2). Исходя из тех же формул, для искомых напряжений и пере­
мещений получим

0(о =» •= иу = «<0 = О

•Й» р+<а$1 + а^~
р ЛЙ? п

Я = ֊*,■>■ *,А% + 7ЛЙ>) 7 - Л։А«>) Г

р я у? . р
О<О = АУ(«-ЛИ + )•

(3.1)

«?' ~ (А% 7 ֊ Л,)(/? — А, + А, А£>) +

+ ֊( ЛУ ? Л <->) + ЛУ (7 - А,Лу)

д«> = [а1оаю_(о(<>Г|а<о

Используя специфичность упругих и температурных свойств отдельных 
слоев, на основе полученного общего решения можно ответить на раз­
личные оптимизационные вопросы.

ABOUT THE ASYMPTOTIC SOLUTION OF NON-CLASSICAL 
BOUNDARY PROBLEMS FOR BI-LAYER ANIZOTROPIC 

THERMOELASTIC SHELLS

L. A. AGALOV1AN, R S GEVORGIAN

ԵՐԿՇԵՐՏ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՋԵՐՄԱԱՈ֊ԱԶԳԱԿԱՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ 11Զ ԴԱՍԱԿԱՆ 
ԵԶՐԱՅԻՆ խնդիրների ասիմպտոտիկ լուծման մասին

Լ. Ա. ԱՂԱԼ11ՎՅԱՆ, 0֊. Ա. ԴԵՎՈՐԴՑԱՆ

Ա մ փ ո ւի ո ւ մ

Երկշե րտ ջերմաառաձղական թաղանթն հրի խառը տ արսւծական խնդիր­
ների ղասի համար ստացված I, ասիմպտոտիկ Լուծումէ Շերտերը համարվում 
են կամայական անիզոտրոպ (րնութաղրվոլմ են 2ե աււաձգական հաստատուն­
ներով)։ Ապացուցված է թաղանթների դասական տեսության ոչ կիրառելիու­
թյունը նման խնդիրների յոլծման համար։ Ստացված արդյունքները լուււա- 
բանված են երկշերտ զլանային թաղանթների երկու մոդելւսյին խնդիրների 
լուծումն երովւ

35



ЛИТЕР Л Г У РА

1. Агаловяп .7. Л. О некоторых соотношениях классической линейкой теории ави 
зотропных оболочек и возможностях их уточнения,—Изи. АН СССР. МТ»', 
1972, №1, с. 109-120.

2 Новацкий 0. Динамические задачи гермоуиругостн. М.:_ Мир, 1970. 250 е.
3. Гольденвейзер Л. Л. Теория упругих топких оболочек.—А’., Наука. 1976. 512
4. Васильева Л Б.. Бутузов В. Ф. Асимптотические разложения решений сингуляр­

но возмущенных уравнений.—М.: Наука, 1973. 272 с.
5. Лсплоая.ч Л. А., Геворкян Р, С. Пеклассичсскне красные задачи пластин с об՛ 

шен анизотропией.—В кн.: Механи: лОнгтрукпий из композиционных матерка՝ 
лов, Новосибирск, Наука, 1984. с. 105—110,

6. Агаловян Л. Л. О погрвнелое пластинок—Доел. АП Арм. ССР, 1972, т. 55, №3, 
с. 149—155.

7. Геворкян Р. С. Асимптотика пограничного слоя для одного класса краевых 
задач анизотропных пластин,—II в. АН Арм ССР. Механика, 1984, :. 77. 
№ 6, с. 3—15.

8. Александров В. М.. Бабешко В. Л„ Белт-от, Л, В., Воров,чч И. И., Устинов 
Ю. Л. Контактная задача для кольцевого слоя мало“։ толщины,—Меж ж. 
МТТ. 1966, №1. с. 135—139.

9. Лглловян ,/7. Л. К определению напряженно-деформированного состояния двух­
слойной полосы н о справедливости гипотезы Винклера. В сб: XIII Всесою.зн. 

конф по теории пластин и оболочек. '1 I Л В, Галлии, 1983. с- 13֊ 18.
10 Агаловян Л. Л... Хачатрян Л. Л1 Асимптотически и знали.։ напряжекио-деформн- 

рованпого состояния анизотропной слоистой балки,—Изв. АН Арм ССР. Ме­
ханика, 1986, т, <39. №2. с. 3—14.

Институт механики АН Армянской ССР Поет у пил а о редак пню
27 IV1987


	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36

