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К РЕШЕНИЮ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДВУХ 
ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ 

ОБЛАСТЕЙ С РЕБРАМИ
АКОПЯН А. С.. ЗАРГАРЯН С. С.

Переход в задачах теории упругости от областей с гладкой гра­
ничной поверхностью к областям с ребрами или иными нерегулярностя­
ми на границе приводит к определенным трудностям в построении 
алгоритмов численного решения граничных интегральных уравнений, 
порожденных этими задачами, что связано с изменениями при таком 
переходе функционально-аналитических свойств различных потенциа­
лов, представляющих решения краевых задач. Как показали исследо­
вания [I, 2]. решения ин:егральных уравнений гармонических задач и 
задач плоской теории упругости оказываются негладкими или имеют 
особенности вблизи угловых точек контура в зависимости от раствора 
угла, которые представляются степенными (степенно-логарифмически­
ми) функциями.

В настоящей работе выводится асимптотики решений граничных 
интегральных уравнений осесимметричных задач теории упругости, 
порожденные системой уравнений Ламе, при заданных на границе 
смещениях (задача I) или напряжениях (задача II), когда граничная 
поверхность имеет ребра и не содержит конических точек. Получены 
формулы для коэффициентов в асимптотиках решений интегральных 
уравнений. Рассматриваются случая отсутствия кратных корней тран­
сцендентных уравнений, характеризующих поведение решении краевых 
задач вблизи ребер поверхности вращения.

Пусть dQ—замкнутая поверхность, образованная вращением 
вокруг оси простой кусочно-гладкой кривой /. с конечным числом 
угловых точек pv р2.........рт, и не имеющая конических точек. Ог­
раниченную область, лежащую внутри обозначим через Q1՜, а об­
ласть, внешнюю по отношению к д& — через 2°.

Обозначим через 7/, /=1, 2.........т ребро на <?й, образованное
вращением точки pt, и через 2 а/ двухгранный угол между касатель­
ными плоскостями к в точке л£у/, со стороны 2‘.

1. Рассмотрим сначала первую внутреннюю задач у теории уп­
ругости

Aur=uAMf4-().-Ep)7dlv я Q1, = ИЛ)

где iP — вектор смещений, ц—коэффициенты Ламе, g — заданная на
dQ вектор функция.
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Представление решения чадами (I I) в виде обобщенного упругого 
потенциала двойного слоя [3]

(№’>)(х)= ЦЦЛ. л)Г(у-х)]Ч(у)</$.

<т»'
(12)

приводит почти всюду на оО к системе сингулярных нптсгрвльных 
уравнений относительно вектора плотности

- >(х) I Г|Т(^>л)Пу-л>ГКу։^>—А՛ (из)
гы

где К = ! 11/—множество ребер грппичн й поверхности,

1 (у - х) |1\/Ьхз—матрица фундаментальных решений Кельнина-Со- 
мильяна с элементами

Г„ ------ !±3!!_։„|у_х|-• +
4кр(/-4-2р) 4г«(/ *-2р) \У“Л?

/'(<),.. //) |Г//.։хэ матричный дифференциальный оператор напряже­
ний

- . О , О , . О .Т 1‘«/ — . п (пх,Пг.П^
оу^ ду( он

п-о\ух нормали к 09 в точке у.
Согласно [4]. система (1.3) однозначно разрешима в пространстве 

предельных значений на 09 д фикций из С. ’(□•). имею­
щих конечную норму

[/; С’*(Я')« 5Цр гО(у)| + |Л| ,/(х)) (1 4)
ж.Уб№ |Х— у!։ ,(.(

если £(:С‘-3((И)) и 0<1—?4-։<1 2
Следуя [2]. выразим решение системы (1.3) через решение неко­

торой вспомогательной краевой за щчк. Пусть г0—решение задачи

А^=0 в Гтн«-1(ГМ'-Гн') на 012 К (15)
2 

где и' решение задачи
Анг = 0 в 9', н" х (16)

10 л
При л'£(К2 К на основании формулы Бетти им։ см

//'(х) ^ — |{| 7(0,. л)Г(у—л)|*п'(у) -Г(е-л1[Т(^у,п)н/|}г/5у 
ли

| 'I Т(ду, п)Г(у—х)|*«'(у)—Г(у х)|Т(с)у.л)и*’|}г/5у (1.7)

Оу
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Складывая интегральные представления (1.7) и учитывая граничные 
условия задач (1.1) и (1.6). получим

£(*)-= | Г(у-х)1-{7'(^у, п)и‘-Т(ду, л).7г}с/5\ (1.8 )

Из интегрального представления для а1 при \К

т/(л) = |{[Г(<?у.п)Г(у-х)] г՝Чу)-Г(у-х)| Г(Л,п)г |}^5\ 
зя

учитывая (1.8) и граничное условие задачи (1.5). находим

—^’(л) 4- 11 7’(<?у. п)Г>у—х)]*ъ<(у)д8у^в(х)
<л*

Сравнивая полученное уравнение с (1.3). окончательно

•!»(л)—ти(х), х£д& (1.9)
Па основании равенства (1.9) можно теперь вывести асимптотики 
решений интегрального уравнения (13).

Введем локальную ортогональную систему координат о, $, где 
о, « — полярные координаты в меридианальном сечении с центром в 
точке ра 5—дуговая координата вдоль ребра •;/. Уравнение Ламе 
в введенных координатах дает следующую систему уравнений отно­
сительно компонент смещения и(., ас, и. [5|:

('+2н)|֊£ +

1 ор2
д“ (а 4- З'д) I ди, йсоа?

I дз к2

ТТ1 *■ и* "Т? 1 (>֊+Зи)рсо57-/?«]+(>4֊р) — ֊֊— + 
Р д'? ок 9 дьд?

ди у 51п? д2и, R , I д2и< /?= _1_ д2и,, 51пу I п
ду к д?дз к ՝ | дз2 к2 ՛/ д?2 г,к |

4֊2р)
_1_()2/гг ди; 8|п? 
9г д’-9։ ' д^ г,к

/?51Пср 

ок2
|֊(-+зо֊^
| д.ч л’

(>-4֊Зр)А—(к 1-и)рсо8^1 1^6 ,, , о ч р/?СО8ср /?2(/. + зи) ---- ------------р _
к к

1 н 2? I . .. I Е!... р дуд՛^ д'^дз ок ] | к2
1}Ч (>+и)

дги* ди. кх
до2 до р/г

О

(>-г2|0 /гг£Ч
к2 дз1 к1 дз к

д"и 1 д2и,
додз р д?дз
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R ди.
Ь д$

('• + |1)----- (/ 4-Зр)-—
р к + р д2и, ди, кх и, 1 д2ил ։

~д? ՝ ~д?~к՜ ? 75? 4

дих 51пу 
др рй

где R радиус кривизны ребра, £=/?—особ?, А։=/?—2?со5«(>.
В случае осесимметричной нагрузки, как известно [6, 7]

/1р == «Др, 9), и? — «.(&, <р), и, ==()

(1.10)

(1.11)
Рассмотрим уравнения (1.10) в малой окрестности ребра, так что 
0<р<?» где ?<£/?. Следуя [8]. пренебрегая членами порядка р/Л?, при­
ходим к уравнениям

о֊+2р) ф- р до рт | р- др р дрдр

•1 I1
1 д2и, 

Р2 д?

= 0

0

/X < Л X 1 1՝ , 6 Ч I , X 1 ,(>.4-210 — + (' 4-Зр)֊ р)— —֊ -р
р- др- '/ с? р д;. др

д2и, 
'др2

-V-1^0 (1.12)
Р др Р2 |

Полученные уравнения совпадают с системой Даме на плоскости в 
полярных координатах р, <р.

Пусть 0<яу<-/2. Для решений задач (1.1) и (1.С) имеем при 
Р-0

и‘ 8(У+0(р) (1.13)

«' = К(Щ^е։С^ {֊-֊7^ «։«('« +1)? - «'"О. -!)?( + 
|§1п(/.«+ !)(--։) ։

+ е/_г±!-с!/”!--^7^՜՜՞՝ -со5(х.-1)? | +<ад
У. — /« I со$(а<|4- !)(-—I

(1.14)
1֊де ■/.—3 -4'л ։/-^֊коэффициент Пуассона. корень уравнения 
Э1п2'|.(~ ?)==А«5кг2(•••—*) с наименьшей положительной действитель­
ной частью. Подставив в граничные условия задачи (1.5) решения 
(1.13) и (1.14)» для Vе получаем

11՛* —(——- —>>(———— соз(>.< }֊ 
' Ь-)./С05(/г М)(֊-з)

. , X I ■ 1 о ■ I /> ։\ $1п('ч—!)("—»)
соз(а.— 1 )о ч- е■------ В.р 1 1) —----- -— -1 '-к, I 'яп(>,-г

Хя1п(/./-г1)?+(*+Мсо.<։(>/-1)9 , —(«—«)<?^(г—з)
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где f-i—корень уравнения sin 2'z(“—л)֊р.у sin2(~—а)=0 с наименьшей 
положительной действительной частью. На основании (1.9), учитывая, 
что >•;<>•« при 0<а<^.'2, получаем

?֊?(0)~еЛ/' 1 cos(/.;-1)(k֊-0() i cos(/.r-!)(֊-«)'4- 
. *—ч I

+ er 2
?J—~ Sln(<; — 1 ;(r *)± — sln(Â/ —)(r—a) ՛
x-/.f z — it

(M5)

где верхние знаки соответствуют лучу ©=к- а. нижние—лучу 
?=— (- — я). Заметим, что плотность у обладает осевой симметрией, 
т. е. ^?=0, ч>). ?), Это непосредственно следует из
осевой симметрии краевых задач (1.1) и (1.6), а также из граничных 
условий вспомогательной задачи (1.5) и формулы (1.9).

Перейдем теперь к определению коэффициента В. в асимптотике 
(1.15). Используя метод работы |9|, применим формулу Бетти к 
функциям г՛'- и ;<• по области : х-у]>=) при г->0, у0/։

11ш | {tfA-J—? Aî’f}J.v==lün I {ve Tvt}dS 
։-*о J »-о J

vf о՝/,

(1.16)

Здесь ?՛ решение задачи
Л?-О в Г/|д2...А=0 (1.17)

имеющее в окрестности асимптотику
-л, I >•/— I cos(Xf4-l)(K—я) , ... .. .. I .

— е,р ■------------ ;—֊֊---- f-cos(</-l)?+cos(44 D? +
I. X - 1-t COS(Af—!)(-—а)

. I ՝ 1 I _>Ч 1 .. ,4 Sinp-H-1 )(п—а)+ <М'-1 /.■)"'? -('-r-D---- -------—------֊ s։n(/f-l)v-
I slnp-r—!)(“—«)

—(•/- —Msin(Àf 4 1)<р- I

В левой части (1.16) имеем тождественный нуль, учитывая (1.17) 
и (1.5)> а в правой части, так как ','=г*=0. для подынтегральной 
функции будем иметь

•и'Г? г>;( г/),.. + ?= [n'Z'/l,

Поэтому

ро'Г? - VTv'}<IS = 2т. 1՜{[о'Г?|г- [-.'7V]։}dS (1.18)

где ÛQ,—образующая поверхности вращения yQ . Переходя в (1.16) 
к пределу при г-»() и учитывая (1.18). будем иметь
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к-,1(а)

или

р-'Ги'аз, (</5=2^> 

да
(1.19)

где К,(а) = —^—՛ *Д-Н—2'~՜'՛՛---11 51п/((к—а) 4
•х֊}-/7 | X -г /1

А? (1-4Х/)-<:(•/■ 1) 51п2(к — а) ֊1֊ 2(- а. ('•»+ 1)Х

соя(/т- -1)(Г—а)
со8(М !)(«-•’)

/ ,(2л, -|-х— 1) СО$(лг |)(к—а) I
С05(ч-1)(я—а) I

+ (>Я) ъ-1 +

1֊НРг-1)(1-Я
1-2*

— (4֊ 1)(1Н՜7])
•'։(1֊2')

)

Продолжая 7 в Й' путем решения задачи 
Аг* —0 в 21, г1 = 7 на 

получим окончательно

В,=.[2«К1(«)|-1 {(е-е(0))7Ш5 

ди
(120)

Формулы (1.15) и (1.20) определяют главный член асимптотики век- 
тор-функции 0 -0(0) в случае 0<^я<^г.'2.

Пусть теперь к/2<а<5. В окрестности ребра решения задач (1.1), 
(1.К) имеют пр։։ »0 асимптотики

«‘»^(0)4 срЛ3г> |а‘^Ь—~^81п(/а | 1)?-$1п(/а-1)? I 4- 
151П(ч֊г1)^ I

•г е- Да :/'՛ 8$п(/а—1)зс Х-Н-ц ,
------ ---------- СО5(/֊к-Ы )?֊Г -------—СОЯ(/ц—1 )?
3111(^4-1 )х х—ли

Р О(Р)

^ = ^(0) | О(?)

Подставив эти решения в (1.5), определим асимптотику для <•՝'

V - -»*•(0) а (Ц81п(/.ц н 1)? О,51!|(/.։ I)?}+՜

4-О՜1 {^1С05ри 1)?4 Х ГЧ /ЛС08(Ч — 1 )?}• —(“ ։
х—>֊«

где
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D, - (։ln2*.(n—»)—>-»։1|>(я—։))՜1к “"j? , !՝“ 5 "M- 0+2’1 ->■I s։n(Au4-l)a

sin('.„ 1)’ n_2aXii)x!£J. (1-.։)5|п|г,(/„-1)])л
sln(X„+l)» 2'-» I

Z)J=2/.1.(sjn2<a(-—я) ->usUi(k—я)) ’ 2> sin(>.a-1 )(*—») 
sin(/u-H )(-—*)

X sln(X„ 4-1)* + 'Sln|*(>.«4-1)-2’1 ֊ — srnMX«+f)-aa«lk 
X—/« *֊>-.4

В силу (1.3) имеем

Ф-'И0)~ ±e? ֊-pX°{D։sln(>.u4 l)(i:-a)֊-Doslr.(a)} r

1 •/ -J ?
4-z?7 —f/u {D։:os(*u4-1)(k-»)4- ' - “ D3cos(>o-1 )(»—։)}

2 *—'•«
0-21)

Здесь верхний знак соответствует лучу ? = а, а нижний лучу
—7). Постоянная Лл определяется аналогично предыдущему 

случаю

Л, = -[2пК,(’)|-։ [

а՝-՛
(1.22)

где '‘—решение задачи
Д? = 0вЙ’. ;^=0

имеющее при о—0 асимптотику

• ՝ е,р“М - ^-~~~sin(<a--l)«?4 sh.(X«-r 1 )r!■ т
I sln(AXi—l)a I

4-^,0 '°; —՛-■ — COS(>.«֊1 )?4-'jC0S(/a I 1)? * —
I sin(AM—1)я I

Ka(«)= Л —(sln2a>a >osin2a) I- sin2a)
\ X3—A« 2>֊a

։ 11) »■пО.-П; (,,+,,-i J ^.->1)?
sln().u-|-1 )a sln(>«— ։)я

S\1
2(>a4֊l)

sln2iAu - Л> -I- '8 I -I- I 
\ 2(Хд -( 1) 2(/a - 1)

a«(x—2^a—1) _ a„(x-|-2pmj 1) i-i_v(Xu— IXl՜!՜^)
x4֊Xa d x — ' 1 —2v

_ l)(14-*։)
Ml՜- 2>)
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Формулы (1.21), (1.22) определяют главный член асимптотики 1»—0(0) 
в случае -/2<а<՜.

2. Перейдем теперь к второй задаче кюрии упругости для внешней 
области

Av' — O в Q'-, Tv' = й на (2.1)

где li—гладкая на д& К вектор-функция.
Решение задачи (2.1) будем искать г- виде обобщенного упругого 

Потенциала простого слоя [3]

(И4)(.Г)= |’г(у—r);(y)rf5. (2.2)

Учитывая граничные свойства вектора (ГI/)(Ф) и граничные условия 
задачи (2-1). получим интегральное уравнение относительно 4

■ ,(.<֊) + | Т(д., «)Г(У -Л-) у(у) <IS, /1(л). х$д11 К (2.3)
5՛-՛

Пусть с>‘- решение задачи
ДгИ = 0 в Q1', vl = v՛՛ на (2.4)

Ввиду непрерывности предельных значений Обобщенного упругого по­
тенциала простого слоя и в силу формулы скачка для предельных 
значений оператора напряжений от потенциала (2.21, имеем

= (25)

Асимптотика решений системы интегральных уравнений (2.3) вблизи 
ребра у,- на <5Й выводится из равенства (2.5).

Пусть 0<«<Л/2. Решения задач (2.1) и (2.4) при р-*0 имеют 
асимптотику

гг — г>'(0)== О(р)

Ч0) 1+
lsin(/.«4-1)(к — я) I

1- <■’<- ся — CQS1^ а> cos(>и__ [,| cospа_J).? I
։ со$(ли+1)(--я) )

— (Я—я)< - — 2
Отсюда и из (2.5) получаем

> — <?.• -֊- G ?'и ' 1 + 2рк« ± р(>-« 4- 1)(1 — -'2)lsln(/ „ - 1 )(- - 2) ֊

+ ։ |-2|й,л։ -р(Ьн 1)(1 — >։)|cos('M—1Д- — Л) (2.6) 
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где верхние знаки соответствуют луч\ <р=- —а ннжНпе—лучу 
(г—а . Пользуясь вышеописанным методом, для постоянной Сд 

получаем следующую формулу;

с, = |2«к։(--’)Г1 £ о' г.‘ аз.. (2.7)

д’.՛
где ?՜ -решение задачи

А7 = 0 в 2', 7 = 0 на ди\К
и м.ею шее ас л и п тот и ку

~ 81п(', - 1)ф1 ‘

I 81п(ли—1)(-—а)

_ со$(а„ 4- 1 )(՜ -а)
СО$(>.И— 1)(- ?)

со$(>а- 1)?4-ссп(\,

Непрерывно продолжая 7 в путем решения задачи
Лг* = 0 в а', */>'«« Г,' на <ЭЙ\Л՛ (2.8)

формулу (2.7) с учетом (2.4) перепишем так

С, = - |2гК։(г-։) I֊« р Тг'ЛУ. 

у2
Применяя формулу Бетти к решениям ։алач (2.!) и (2.8). окончатель 
но получаем

С։ = ֊ 12«^(«-«) ]֊■ р (2.9)

02

Перейдем к случаю Решения задач (2.1) к (2.4) име­
ют асимптотику при о—О

*- »'(0) ֊ е,А, У' ( -(1 - ■->) Ц- со։(л,4 1)? Ь
I 2Л/ С05(Л/-Ь1)я

+со5(л,-1)7} + е.Д,<' СО5 (,,-1)1 яг.(,,ц 1)¥ (.
( 2/ . со$(>/ 4 1 )а

- '։ $и.('ч~ 1)?| . —(2.10)

V՛ — тГ(0) ֊г о*г{^со$(>/ г 1)? 4- 5*005(7/ — 1)?} 4-

4-^. р'Ч - 5281п(Х,4-1 )р4-՝'154яП։(>։ - 1)^}
֊(--д)^-?.<(--1) (2.11)

где
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\ )(*<+*) С0^7 7^ / 51п(л<4-1 )“Ч"Х$>пI Я(К/ ֊ 1)—2аХ/| —
I С0з(Аг-|-1)а

— >■: 51п[“(//4“1 )~^а]|'

в, = д Д-( I ,) '^±1 ..С05(>--1); + 1)^.1 _
2/г со$(Х/-}-1)(тс—я) С08(>*/4-1 )(к—а)|
_в СО5(Л,-1)(--7.)

4 С08(>-,-|-1 )(֊-։)
Подставив (2-Ю) и (2.11) в (2.5), получаем

уГ>'г՜'Зр'-АсозиН 1 )("—’)—(' < 4-1 )р( 1 — '։)#4 X 
£

X соя(/ г — 1)(- — а) — А։2уч(к1- 1 )(•/• —/.Х)-։СО8(//— I )я 4-
— Лн('' 4- 1)(1 — •'1)СО8(>.| • 1)։] I — 2и/.Лг51п(/г—1)(-— я) -

— ։ ֊ 1)0 — >։)<1п(/.г~1)(т:—я)-Д4211Л,(/г I)(/■—> г)<— I >з —
—А ։ч(/.г֊ I)(I -*։ )$1п(> г— I >։]}

Здесь верхний знак соответствует ■?'=—?., а нижний ֊ -<?=а. Постоян­
ная Я4 равна

Л4 = 12гК,(я~а)|-։ |7Л^У
£•

где '/'—та же функция, что в (1.17).
Аналогично можно построй!ь асимптотику решений системы син­

гулярных интегральных уравнений осесимметричных задач георин 
упругое!и в окрестности ребер, порожденной уравнениями Ламе для 
внешней области при заданных на Гранине внешних силах. Примене­
ние полученных асимптотик к численному решению интегральных 
уравнений с использованием априорной информации об асимптотиках 
можно провести так же, как в работе [10].

ON THE SOLUTION OF BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS 
OF TWO ELASTICITY PROBLEMS FOR AXISYMMETRIC 

BODIES IN DOMAINS WITH EDGES

A. S. HAKOBYAN. S. S. ZARGARYAN 
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կողերով տիրույթների համար առաձգականության ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԵՐԿՈՒ ԱՌԱՆՑՔԱՀԱՄԱՁԱՓ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԻՆՏԵԳՐԱԼ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆԱ. I) ՀՍ.»|է1|«ՅԱՆ, II. II. ՏԱԸԴԱՐՅԱՆԱ if էի и փ n է մ
/1չ ոգորկ հէքքէհրի դեպրամ աոաձգակւսնութ յան տեսոլթ յան եզրային ին - 

տեգրա/ 'ավասարումների թվային լուծման ալգորիթմներր գմ վա րոլթ յոլններ 
են պարոլն ակում։ Դրանր առաջանում են ինտեգրալ օպերատորների հատկու­
թյունների յյ կապված եզրային մակերեսի ոչ ող որկու թյ ո լնի ց ։ Աշի> ա սւ անրոլմ 
ստացված են առաձգականության տեսության երկու առան ց րա !ամաչափ 
ի/ն գիրն երի Էյամեի Հ ամ ա կ ա րգի գ առաջացած ինտեգրալ հավասարումների 
լուծումների ասիմ որոոտիկան եզրային մ ակերեււի կոգերի ջրջակէււյրամ; 
Ստացված են նաե րանտձեեր ասիմպտոտիկայի գործակիցների համար;
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