
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մեխանիկա 42, № 2. 1989 Механик«
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Пусть к цилиндрической системе координат (г, а, х։) задана не

однородная слоистая среда с плоскопараллельными границами раз
делов неоднородных слоев с упругими параметрами Х„ ц,, р. (фиг. 1)

/Д_։<х3</Л=у Ль (1)

где /70 ез 0, Ля։ ->ос, Л ,>0
На границах разделов 

смежных слоев, а также при 
х^Нп между п-\\ слоем с 
полупространством х£>Нг. су
ществуют условия полного 
прилипания:

(2)

1<ЭД,֊<+»Ь-я. =0
(>=!, 2, ... п\ /=1, 3)

Для удобства здесь и да
лее учтены следующие обоз
начения:

/V, -ЗцЧ) ==Зг(՝) (3)

А֊- 1

Фш 1. Расчетная схема круглого штампа на многослойном, неоднородном основании,
Пусть на поверхности хд=0, в условиях полного прилипания 

лежит круглый штамп с радиусом г = а |1,7|. с заданными смежны
ми граничными условиями с основанием:

°. О - ”Р" и “
0. 0=0 При Гя^СХ) (4)

з;й։,(г, о./)=о при ОН

Как видно из граничных условий (4). имеем дело с краевой зада
чей со смешанным граничным условием на границе ,г3 = 0.

* Оганесян Л1. И. погиб во время землетрясения п г. Ленинакане 7 декабря 1988 г.
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Предполагается, что источник первичных волн в заданном виде 
упругих потенциалов находится в полупространстве х3^>Нп и поме
щен в точке (О, /70) |3, 5].

В условиях сейсмического воздействия в среде, (I) наряду с ис
точником сейсмических волн, при взаимодействии с основанием круг
лый штамп становится новым источником волн.

Следовательно, общее волновое- иоле можно представить как сум
му двух волновых полей, возбуждаемых источником первичных сей
смических волн без присутствия круглого штампа на поверхности 
х3=0 и волнового ноля, которое возбуждается штампом, расположен
ным на поверхности =

цр./л ' )=</{?.,и. а+^(г, х,. о
=зА>)(Г’ т 'зЯ'^Г’ Х3’

Поле перемещения и напряжения и ag>vJ в декартовых ко
ординатах было определено в работах [3, 5|, поэтому мы здесь их 
будем считать известными величинами.

Д^я определения нолей напряжении и перемещений, возбуждаемых 
крутым штампом в основании (I). воспользуемся принципом супер
позиции:

-4՛ 0 = ( <)<г’*>■ *<)ех₽('АО (6)— X со
</ —о՝ 

где 
а°зд\)(г’ ^<) = | °33(i)(çi» ^)~з/0>(г 'и Л'з’ (?)и

а

Л)= l’Ja’oiGi. 0.4,)t7y)(r-х„ A,)df։ (8)*7 0
(7=1.3; 9=1.2,.,., «4-1)

Здесь "з/(4(г—г։, л՛,)—спектры напряжения по времени, выз
ванные в точке (г, л,) под действием сосредоточенной гармонической 
силы единичной амплитуды, направленной перпендикулярно к грани
це a'j=0, и помешенной по окружности в точках (с։, 0); (7д.֊)(г—՝։. 
*з։ £•։)“спектры перемещения по времени, вызванные напряжениями 
^>('•-4. О-

Из граничного условия (4) и (8) получим интегральное уравнение 
первого рода
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[«Sb/Ei. 0. *«)''эдС֊«-’ 0’ °’ *<>
о

(9)

где 6'^5)(г, 0, &4)—спектры перемещения поверхности ха=0 без при
сутствия штампа; представляет собой сейсмические воздействия, 
является произвольной гладкой функцией по времени и определяется 
как в |3] при ха=0. »«=1.

Если пока считать, что функция Грина Ц’(։), которая также под. 
лежит определению дли данной задачи, известна, то в уравнение (9) 
входят два неизвестных и Ц}|г Следовательно, для замыкания 
необходимо иметь еще одно независимое уравнение.

Это уравнение мы получим из условий динамического равновесия 
штампа массой М:

и

•/ 
о

(10)

Отметим, что вне штампа общее перемещение O'ÿJ^Xj, х3, /) 
будет произвольная изменяющаяся функция как по времени, так и 
по пространственным координатам. Волны разного типа, возникающие 
в процессе распространения и взаимодействия на небольшом расстоя
нии, вне штампа затухают и остается перемещение произвольного ти
па после взаимодействия.

Уравнения (9) и (10) составляют замкнутую систему, из реше
ний которых определяются спектральные функции контактных напря
жений и общее перемещение штампа-

а
[<,(ч.0,*։) = ֊Ü^(r,0,fe4)

У
(И) d

2- рЙЬО՜- °- 
о

Учитывая, что ядро интегральных уравнений с՝'т1 в общем случае 
имеет сложный вид, систему интегральных уравнений целесообразно 
решать по методу коллокаций, что позволяет систему интегральных 
уравнений движения сооружения, записанную в изображениях Фурье, 
свести к системе алгебраических уравнений [2].

Разобьем область контакта штампа с основанием по направлению 
г отдельных /. количеств круглых полос с внутренними г1 ։ и г/ ра
диусами и предположим, что функция, определяющая значения спек
тров контактных напряжений «Й0(г, 0, £.), может быть аппроксими- 
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Нована ступенчатой функцией по координате г, сохраняющей посто
янное значение в пределах каждой полосы /=1, 2, ...

Будем считать, что контактные условия выполняются не по всей 
подошве штампа, а лишь в некоторых сосредоточенных кругах каж
дой полосы, имеющей координаты г/(/=1,2....... А).

Тогда вместо системы интегральных уравнений (II) получим сис
тему Л |-1 алгебраических уравнений:

Т1
2 V«. 0.*.) (12)

'1-1

2'2 ^Л,=
1-1

где

^г:=г1- 1֊г1’ г«=°
Систему (12) можем переписать следующим образом:

2 «>։;..(*.) ֊ =-<Ш *<) ....
г«-1 ио;

2’2 
/-1

где

'I
*4)^։• (и)

г1֊։
Введем следующие обозначения:

2<=Т%(4.), (/=1.2..., А)

^+1=Ч!!)(*.) (15)

Я,=/7^1((гг0,4.); Вд+1 =0, //=1,2 ... Л)

'|/.<=г;.|(4<), 4л£+1=-1 (/./=1,2........ /.)

*л+1.<=4- ('=1.2........ О
С учетом (15) определяется спектр контактных напряжений и 

общее перемещение круглой плиты, а нз выражений (6) и (7) опре
деляется напряженно-деформированное состояние неоднородного мно
гослойного основания круглой плиты.

Уравнения (13) можно записать так:

2 ՝ (/=1,2, +1) (16)
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Для решения (16) запишем его г» .матричной форме:

= = ........ /-Н) (17)

Так как элементы матрицы Р/л] в (17) нам известны приближенно, 
то есть имея вместо матрицы ]/>/,/] матриц,- Р/д|, в общем случае 
мы не можем высказать определенного суждения о вырожденности 
или невырожденности системы (17). Очевидно, что такая ситуация 
имеет место в случаях, когда матрица рд/| имеет достаточно близ
кие к нулю собственные значения.

Поскольку вместо точной системы (17) при Дг/-»0 мы имеем 
приближенную систему [£/,/]|и вычисление обычно произ
водится с конечной точностью (ДггЛО). то здесь речь может идти 
только о нахождении приближенного решения (17). При этом эти 
решения должны быть устойчивыми к малым изменениям исходных 
данных (17).

В основе таких методов лежит идея «отбора», изложенная в 
работе [9].

Для общности рассмотрим случай, когда неточно заданы как 
правая часть [#/], так и матрица р/./|, то есть пусть вместо систе
мы уравнений (17) при А/т—О, с нормальным решением |//]°, мы 
имеем систему

Здесь

|1Р/,<] ||] 5..]-р,]])=^Л;р/.г] и [/Л|—соответственно значение
[/;/։] и |&,] при Аг,->0. Требуется найти векторы [Л,], т=(А. '•) та
кие, что

нш^ьч/.-Г^о 
т-°

Их можно находить путем минимизации сглаживающего функционала

•И’{1£<], [Я/1, ]^]}=111Ы1^Ы^1Г|։+’11|/;|Г (а>0) 

подробно изложенная в [9].
В случае, если матрица рр| имеет равные нулю собственные 

значения, среди методов решения (17) можно применить и метод за
мены уравнения (17), близким ему 19]:

([М } *։|£1)|7,]=|Д,| (18)
где ?։>0֊ выбранный числовой параметр: |£| — единичная матрица.

Решение уравнения (18) в этом случае записывается в виде 

В заключение рассмотрим методику определения ядра
(П).
26
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к плоскому деформированному состоянию. Пусть в плоскости х3=(), 
ограниченной упругим неоднородным основанием (1) по направлению 
оси действует вертикальная нагрузка

Ъз(»(г’0./)=/Чг)^’<х’։' и ”«(։>('*.О,/) О (19)

Для определения перемещений и напряжении в этой осе
симметричной задаче воспользуемся потенциалами с. (г, Л4) и
?.ч (г, х3, /г4), удовлетворяющими волновым уравнениям

□ (20)
где

2=^ ££ , _^__±£г 
дг'гдгдх*

2_^ _1_£
дг2 г дг дх\ а*, дР

Тогда они выражаются следующими формулами [8]:

дг дх։ дхл дг
д'?՝ Л 

дгдх3
д^2; \ 
дх\ )

(21)

(22)•»1(1>вМЦ 2
«л д?

"зэ( 1 2 , оя’<Ь о д2՛^, , 2 <^2, I
«I дх\ ~*дгдх> Т г дхя |

Па смежных границах различных сред основания (1) считаем, 
что заданы условия полного прилипания:

|^(.+.у-^м|Л-я,=о (23)

1՛ Гад+.-’злч|.п֊«. = ° (֊=1-2.•••»+!! -/=>.3)
Решение волновых уравнений (20) для многослойной среды II) с 

учетом формы возбуждения среды (19) записывается в следующем ви 
де [6]:

г — ехр(/А/) 11Л9 ехр(/Л>}|Дх։- АЛ)) (֊ 
J0

+ А2.,ехр(-И1г,г\х3 ~/Л- ։))]^Л(А,г)£/А
(24) се

>2,=ехр(^,/) | [/?3,ехр(/Лт,24л-, -ЛА)) - /■։.ехр(֊/Ат, .(х3-Н.,_1)))А./։(/?г)^ 
о

где . /;=1,2; «1,2...//

Др, —комплексная скорость распространения продольных р=1 и по
перечных р—2 волн в среде ՝'.

27



а*,—фазовая скорость распространения волн.
Подставляя (24) в формулы, определяющие компоненты полей 

перемещений (21) и напряжений (22). получим:

Ц’. =ехр( -/V)) ^2{|/?1^хр(/Ь11,(А-л /7.))Ч-/?2,ехр(—/Ь.гДл-,-АД_։))| 
о

— / <■.[ /Чехр(/Ь„- (х3—Л/,)) /ч>ехр(—/Л^(л-а—/7,_։)) ]}
(25)<чг

= схр(/А0 | 1/\ехр(/А’7(|,(л-3—/7.))-/-\ехр(-Игул(х—Н, ։))]
о

Гг.ехр(/йг։г4л-3—/7.,))4-Л-։>ехр(—/7,_|))}./0(Лг)^ 
и по

•Г3։( р,<ехр(/А4/) р։а -2/>;ь1/г»ехр(^г11..(л-3-7/„))-0
/ Л2 \/■>хр(-։4’11.(.г։֊/У.-1))1 + ( д„ (-24)1 ехр(/Ъ. г,(х,-/7,)) +

4- /?։.ехр(—/^(х,—/У7_։))]|7։(/гг)^

•33 )=Р^ехр(^4О - 1 - 2т£

0 ֊ ՛

(26)

| /•'։.ехр(^^1,(х3-^,)) Л.ехр(-М>;։.(ха-/7Г,_|)))4-

-г 2/г։2,|/гз,ехр(/А^(х3-֊А/>))-Льехр(-27?^Хл-3—//.-•))] Х4(Аг)г/й

Подставляя выражения (25) и (26) н граничные условия (23), 
получим систему из 4// алгебраических уравнений относительно 4^4-2 
неизвестных Рк.. (Л=1,2, 3, 4; *=1,2,..., л-Н)

X СЬ+”О(.+1> = V С£4Лад (27)
Л<=1 к-\

(т, к = \ , 2,3.4; >=2,3,..., я-г 1; Лцлм) = /^(лч п = 0)

где коэффициенты С^к и имеют следующие значения:

Су) = ехр(-/Ь-։|Л), ОД«!, С{з>= —/\՝2,ехр( /Л-^.,/?.),

П4 = г/1Ьехр( С£ = — Ьп„ С^=ехр(֊/Л7,2./;-.), 1,

С:п>вМ2м—21>^а72։
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2^.)гхр(-^Л)

/4>г \
Сй’-₽.я։։.(р4+2^)

fk 'i /2 1 \-^г) Ч ехр(-/уд.АЛ.)

(28)

Су=2/7,7,гл«2 ехр(-/^т(;?/»). С';*-2<Чьа?,

£м^Сйехр(Л2|»ЛЛ.) при А=|.2

Ст* = Су4ехр(77։7,АА,) при А=3,4

Дополнительные дна уравнения в системе (27) получим и.ч гранич
ных условий (19).

Подставляя значения ~зм>> и -х.։) из (26) в граничные условия 
получим:

~-2^м(^ехр(-/А74։։Л։)-֊Л։,)4 (у, 4-2^| )(/га։еХр(-/ЛчпЛ,)—Лп)=0

I I А; / 2 I \ II Iр°з։*’ |р’(я = “ оТ/~2^« ||/иехр(-^։։Л։)Ч֊Е։1 |ч- (29)

+ р1а.:։А։2/л„(^>1ехр(—^։։А,)-^։) ' ехр(/А4О = ъ3(г, О, А4)

где

•й(лО.*։)-֊ | -„(г,0,/)г/о(Ал) /г = ( гр(г)/и(кг)(!г (30)
-ь 2=

Если в начале координатной системы действует сосредоточенная сила
[ Р(г)=—} (31)

г
то получим

I 7-, (г. V. = -^Р(,АИ (32)
*• ••

Принимаем обозначения

|СЙ|-1/:|. ^цо> /• цо} О, Лц»} = —
2п

СУ’ = -2/т)„ехр( ). С;’> — 2/гп

I *4 >)ехР(““;та»А>). 4-2т<й I (33)
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# / 2 1 \ , IЧг■’ У“21։?։ ]ехр(֊/НЛ)

ГЛ’ / 2 1 \

С1,!/ = р^։Л‘2; 7}21е X р( —/Л^Л), С<։։» - — р։а-;гка2Ь1։ 1

С учетом обозначения (33) система уравнений принимает вид

X с®> /><»= х с<;> /=■«,> (34)
к-1 Л-1

Записывая совместно (34) с (27), получим замкнутую систему 
алгебраических уравнении относительно

[СЙ71>![^б֊11] = 1Са||ЛлН| (35)

(/л, Л = 1,2,3, 4; > = 1,2,..., п 4-1; /'ця-Ц а />я+։) - 0)

Из решения (35), определяя значения спектральных функций 
/>(,), далее, подставляя формулу из (25) при >=1, х3=0, полу
чаем выражения ядра системы интегрального уравнения (И) в сле
дующей форме: 

ао
<4 = I ^Ч^1(^։։ехр(-^^Ч)-^1)-^1(^лехр(-^.։Д)- 

•/ о
-/;։)М։(^)^ (36)

Определив из решения системы алгебраических уравнений значе
ния контактных напряжений, с помощью выражений (6), (7), (8) оп
ределим напряженно-деформированное состояние неоднородного сло
истого основания и параметры сейсмического колебания штампа

^щ(г,0,/). ^у,։)(г,0,/), адг.О.П
Теперь рассмотрим случай, когда напряжение и исходные переме

щения по контакту штампа с оснсванием можно принять пос
тоянной величиной по координате г, то есть рассмотрим уравнения ко
лебания штампа без учета дифракции волн п основании.

Тогда система уравнения (II) для вмнклеровского основания при
нимает вид:

«&»№*==-^1,(0 (37)
Из совместного решения этих двух уравнений получаем

֊7^!)1)(0^(,1«֊Ц!։(0=Ц?.1(«)

откуда с учетом получим
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и<Ъ (7)^,(0+-^ = -<(') <38>
•ии3<>)

(38) является дифференциальным уравнением для системы с одной 
степенью свободы, которое широко принимается и обычных методах

расчета сооружения на винклеровском основании. В (38) С=~-
^ЗП) 

является коэффициентом постели основания, ш։=С/Ч собственная 
частота колебания штампа.

Решение (38) записывается через интеграл Даламбера
По

I Ц։>,(0 = - | У§|։(т)51П<»(<-■։)*

о
Заметим, что на основе результатов решения упругой задачи мож

но получить решение задачи в вязкоупругой постановке.
Пусть для основания (!) связь между напряжениями и реформа

циями определяется по закону Больцмаиа-Био:
< I

О о

3 ЭС'*,где 0>= V ——; <72(/)- функции по времени, которые в слс-
Гл ОХк

чае идеально-упругого основания (!) переходят в постоянные Ламе 
р и >. Для получения решения поставленной задачи в вязкоупругой 
постановке необходимо в вышеизложенных решениях задач в упру
гой постановке, записанных в изображениях Фурье по времени, и г 
заменить величинами /.(£,) и }»(£.,) |.5], где р(64) =
= /^,7։(А<), а значения 7Р(^); (;>= 1, 2) определяются

= ֊ 1‘7Р(0ехр(^.։0^ 
2'

В заключение приводим конкретный пример расчета колебаний 
штампа на однослойном основании при следующих исходных данных 
(табл. I).

Таблица 1Исходные данные для численного примера
р < идь И

КИ.М8 кв м1 КН-с3 
м4

кн-с8 
м9

с֊» м м

18000 18000 1.8 5.0 31.4 0.02 ■10
36000 36000 1.9 — — ос
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Для реализации численного примера на ЭВМ по вышеизложен
ном} математическому алгоритму применена комплекс-программа, 
предназначенная для вычисления дискретного я обратно-дискретного 
преобразования Фурье с использованием метода быстрого преобра
зования Фурье [4].

АААДлл?
,бз։=։(т։”‘,։

/ л4<Г.0.«ч)

•'831- 1О'(М)Фиг, 2. График функции влияния сосредоточенной нагрузки.
>^з=(н<гье •) н1^)1 

ж/—
С Г\ /?? К/РО/ЛГ8/\

Фиг. 3. График функции бМО [М|влияния распространенной нагрузки.

Фиг. 4. Эпюра распределения контактного напряжения.

Фиг. 5 Эпгорй распределения относительного перемещения при х3—0.
Результаты вычислений приведены на фиг. 2—5, анализ которых 

показывает, что на эпюру распределения контактных напряжений и 
перемещений существенное влияние оказывают следующие параметры: 
размеры штампа в плане, инерционные характеристики штампа, спек- 
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тральный состав внешнего воздействия, геометрические и физико-ме
ханические характеристики основания. Увеличение распределения мас
сы штампа привели г к увеличению ординат контактных напряжений 
н перемещений, при этом одновременно сглаживается эпюра контакт
ных напряжений. С увеличением отношения размеров штампа к скорос
ти распространения воли в основании эпюра контактных напряжений 
сглаживается, и в предельном случае, когда »0, г. е. сдвиг
фазы между различными точками стремится к нулю, уменьшается 
влияние дифракции волн на контактной поверхности и в результате 
ординаты эпюры контактных напряжении и перемещений при симмет
ричном нагружении принимаются постоянные значения. Это означает, 
что входит и силу гипотеза плоских отражений. При колебании штам 
па на слоистом основании в случае, когда размеры штампа соизмери
мы с толщиной поверхностного слоя, существенное влияние на резуль
тат оказывают обратные волны Но в целом качественная картина 
сохраняется в переходных случаях, т. с. когда величина физических 
характеристик слоя стремится к характеристикам полупространства.

SEISMIC OSCILLATIONS OF THE ROUND STAMP ON A TRANSVERSE HETEROGENEOUS MUTLILAYERED FOUNDATIONS'. S DARBINIAN, |M. V. HOVANESIAN|, A. E. SARClSiAN
MlWUCbPS, ԱՆՀԱՄԱՍԵՈ- ՀԻՄՔԻՆ ԴՐՎԱԾ ԿԼՈՐ ԴՐՈՇՄԻ ԵՐԿՐԱՇԱՐԺԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐՍ

U. Ս. ԴԱՐՐԻՆՅԱՆ, IF. Վ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ , Ա. Ե. ՍԱՐԴՍՅԱՆԱմփոփում
Գրինի ֆո*^կգիայի մեթոդով դիտարկվում են րնդյայնական անհամասեո 

հիմքով կքոր սալերի տեսք ունեցող շինությունների փոխաղղեցություններր ե 
նրանց t/րա ալիքային րեոների որոշում լւ ։ Ֆուրի ե - P ե ս ելի ինտեգրալ ձևա
փոխության հիման վրա կիրառվ ում Լ փաթույթի թեորեմը։ IIտ արված են 
դինամիկական կոնտակտային լարումների և տեղափ ոխութ յանների րաշխ- 
ման կպյուրաները՝ հաշվի առնելով կոնտակտի մ ակերևույթի վրա աքիրների 
դիֆրակցիան, իսկ շերտավոր միջավայրում ինտերֆերենցիան պարամհարե
րի տարրեր արժե քների դեպքում է
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