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Волны модуляции в физике и гидродинамике изучены достаточно 
хорошо [I. 2]. Сравнительно недавно начались исследования нели
нейных поли модуляций для пластин и оболочек. Как известно [3], 
такие волны неустойчивы а материалах типа металлов.

В настоящей работе рассматриваются две задачи для проводящей 
пластины и непроводящей цилиндрической оболочки с магнитной жид
костью и показано стабилизирующее влияние магнитного поля на вол
ны модуляции. Задачи решаются в геометрически линейной постановке. 
Принимается гипотеза недеформнруемых нормалей.

I. Вывод уравнения модуляции для пластинки с конечной право 
димостью. Пусть имеется квазимонохроматическэя волна, распростра
няющаяся в проводящей пластине, которая находится в продольном 
магнитном поле Н0(Н0, 0, 0). Материал пластинки—нелинейно упругий 
[4]. Уравнение движения пластинки с учетом нелинейности [4] имеет 
вид [5. 6]

Ось х направлена по нормали к невозмущенной плоской волне, в 
силу чего в нелинейных членах оставлено слагаемое, содержащее лишь 
дифференцирование по х. В (1.1) обозначения такие же, как и в [3, 5].

Объемная сила Лоренца определяется формулой К=—(го!Л Л/о), 
4~

а магнитное поле —//=А/04-Л. и имеет место

= (1.2)
4 гл \ дх ду / 4"р \ дх дх /

Уравнение индукции в пластине даст

(1.3)
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(Огю дгю ды \--г------ , —г------ . — )- скорость частицы, •*,„ — магнитная
дхд( дуд/ д։ /

вязкость (-^=с2/4гз, з-электропроводность, с—скорость света).
Уравнение (1.3) в проекциях дает

01 Оу
0/17 ,, ди,. , о—Но-— 4֊ (1.4)
01 Ох

В диэлектрической среде (вне пластины) уравнения модуляции 
имеют вид

divft' = 0, nt/i'«=O (1.5)
Решение (1.1) и (1.4) ищется в виде

•го — -֊-(Ае1՜ 4՜ к. с.), t — ух 4- /у — ш1, 10 = wi + 7<։»2

Zzv = ֊Lf ~ к. c.^shXsk //v = — (Луе։' 4- к. c.^sh>z 
' 2 \ ) 2 \ /

Л_. = -i- (/i^e1' 4֊ к. с. сh>֊2 (1.6)

а (1.5)֊

/г, = -i-(а е,"^1!г 4- к. с. ) , (/ = х, у, г), k' = я* 4֊ V (1.7)

Удовлетворяя условиям на поверхностях - Л/2—7//=/?^, полу
чим

w',։- '»y=^֊'h‘- ■'■=1/? C.8)
kht. k/it. I h

Оставляя в (1.1) члены основного порядка по Wz и учитывая (1.2) 
и (1.4). получим

().’ 4- — Zw] =

К, = — (1 + — \лге‘ч (1.9)
4тсо \ k h /

и следующее дисперсионное уравнение։

(1.10)
\ 15 / ‘ 2kz2k՝.in-i/Nt
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Следует отметить, что для идеального проводника >от=0 н (1.10) 
совпадает с уравнением, полученным в [6]. где правая часть (1.9) 
равна нулю в выбранном порядке, а з2՜.— дает этот же вклад в 
дисперсионное уравнение.

Принимая, что для металлов *ж~10’ см’/сек. для частот 
юа>10’ сек՜1 можно (1.10) записать в виде

1 д՝В
2 дх2

ш = ю.
ЗО^о

»0(1 =■ £.< "I 31 
рЛ г 2крЛ к

* о

Пользуясь полученным уравнением. можно изучи и» нелинейную 
задачу устойчивости ноли.

Для получения уравнения модуляции огибающих воли можно в 
(1.11) заменять ш, ։ и 3 соответственно на 1д‘д1> —1д;дх и — 1д>ду. при 
ЭТОМ считать, что ось л нормальна к непоэмущенноЙ волне и поэтому 
3 мало (к^л-\-'р/2а). Тогда можно ■: лучить следующее уравнение:

+ + + 1 * Лиг
д։л\ах։ ՝2 ду2 / <п\дх* 2 дх'оу2 /

. Н1 д' IV а11 17
1 2^й ~д^д։ + П։| П ’ дхид։ е՛ ''' +

4 + -——
' \длч 2 дх*ду* /

А Н2՝.где IV = Ле'\ ^ = -4-7^0, Я1 = ^ 
1эр -рЛ։

(1.12)

Уравнение модуляции можно записать еще иначе, относя решение 
к волне линейной задачи, эйконал которой т'—-зх—(и>р4-/о>8)/ и по
лагая

(1.13)
Подставляя (1.13) в (1.12) и оставляя члены с производными до 

второго порядка от В. можно получить дисперсионное уравнение (1.11), 
затухание

(1.1+)

и уравнение модуляции

дВ дВ I <4 
д( дх | дз '•'о д*

1 Л».

2«»։ 4 /«ог Ь

. I 4֊ /Ш;
2<‘>о «о՜’ ЗМ-

(1.15)
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Х= (28^Ч’аЧ-17М-/У+1,5Лф
^'р7Г(1>о

У =---- !---- /^-2Ра3
2рйа<ло \4"

2. Исследование на модуляционную устойчивость. Для исследова
ния на устойчивость (1.15) полагаем 2?==аехр(м?) и отделяем веще
ственные и мнимые части. Затем, полагая о=«04-а', где
°а и ?о~параметры основной волны, а а' и малые возмущения, 
можно получить линейную систему уравнений. Хотя коэффициент 
при нелинейном члене (1.15) содержит множитель ехр(2м։/). в силу 
малости диссипации решение уравнений можно искать в виде квази- 
плоских волн

<р'ж=Фехр(/(»), а,=Дехр(/6), 0=а’х4-^у —2^ (2.1)
Тогда полученное дисперсионное уравнение для частоты волн мо

дуляции имеет вид

•;’4֊2А1;-'У=0
7= ֊/Я + /^+4Х(аТ-2»^(?')։ (22)

сЪ. 2

2Л1--ЗР։^а8^‘‘^, Л'=2 
"2

1 <4»
<®о дт

--У,’'+гмз')։-֊тт0(’')։
а / 2 (Д’

Устойчивость волн модуляции имеет место при 1т£2<0.
а) Поперечная устойчивость (а'=0). В этом случае (2.1) дает

2-2'ГШ։(₽')’=։/- —± <77՜ \ (2.3)
\ 2 а»о /

г=л; У(В')’->’*»г(Г)*
«2

где удержаны малые порядка <о2.
В случае «2=0 устойчивость соответствует полям

(2.4)

которые заведомо выполняются при К>0.
При и>а=0 и при выполнении (2.4) из (2.3) следует, что
1) при У<У) 1тй>0 и волны неустойчивы
2) при Г>0 1шЙ<0 и волны устойчивы.
Таким образом, для К>0 как в недиссипативном («з2—0), так и 

в диссипативном (<*»гт^0) случаях имеется устойчивость, как и при 
адиабатическом приближении.
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В остальных вариантах волны неустойчивы относительно попереч
ных возмущений.

б) При рассмотрении продольной устойчивости следует полагать 
р' = 0 и выражение для Й будет

Э։»й I г—
2=-3-?-а,-тгА’(а'Р-(Л1 + /Г оОт 2 '

(2.5)
Ъ=7..(—^а№-А 

\ 2 «’о /
При (02=0 волны устойчивы для б<0, что заведомо выполнено 

для адиабатического случая [6] и при

/4> 4֊О։։(4т-3/2). -О։^°<0 (2.6)
йт1

При 02-ЛО можно показать, что как и для вязкоупругой пластин
ки [7}. волны модуляции неустойчивы.

■?. Конвективная и абсолютная устойчивость волны. Помимо обыч
ной модуляционной устойчивости представляет интерес также изуче
ние устойчивости волн модуляций при заданных начальных условиях, 
то есть абсолютной п конвективной устойчивостей [9]. В силу крайней 
сложности вопроса ограничимся случаем (о2=0, тогда из (2.2) полу
чится

2-й«£)У+ту։ (31)
\<ГО /о 4

где 

дтл ’ да1 2<«о
В отличие от обычной устойчивости при изучении конвективной 

устойчивости следует вводить подвижную систему координат х' = 
=• Х-^-~- 1—1Л, где С—некоторая скорость. В новой системе в (3.1)

следует П заменить на П-------т'—иА. Волны в подвижной систе
ма

ме неустойчивы, когда выполнено условие (/П/г/х—0. то есть в точ
ках перевала, в которых ветви функции ) = Л2(П), где обозначе
но

Л։ = 1 <?Ч
2 дт'

(/)’.
(?Ц) 

да-
иг=—и

А
(3.2)

(3.3)

Тогда можно получить экстремальные значения К и и

I"՛ ^,п։ах=х2/2<2 т 1М
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= ± 4«։4Л и = 1/ 1 ±11^ 
и”п г 2 да2 |дя2

Воллы неустойчивы в смысле конвективного в интервале скорос
тей

-։■-&< ֊7 (3.4)
07. I аг

Волны будут неустойчивы в абсолютном смысле, когда (3.4) охва
тит ось /. При этом

/^о \ /з^Р .^1 
\ д*2 / / д*2 да2 (3.5)

4. Цилиндрическая оболочка с магнитной жидкостью. Пусть бес
конечная цилиндрическая оболочка, внутри которой движется идеаль
ная, несжимаемая магнитная жидкость со скоростью 2»0, находится в 
продольном магнитном ноле Нс. Уравнения одномерного движения 
системы жидкость-оболочка будут [10, 11]

<7/ рп дх ох 4г. дх Эр0
дг
дх

‘2 дю
R 6:

2 ди՝
R дх

^ = 0
дх (4-1)

&М, _ 7\
дх2 R

֊ д*ы . . д'ы
ох2 д?

где

1 = ;---- : («1+ •'«>) 4֊----- —1 — •*’
/ А* \4- А^г2 4֊ 4- ֊֊ х^4֊(2/1] 4 5?М

(ч+«։) + ֊֊^ рЛ'М + (24? + В\)^ +

+ £р?)-М,ВЛ(в> +35’ ^хЛ

Л1,^/Л,+
81

^4՝)+6Л,вЛз։х,+ (2Л’+В?)։’х։

ди <а д2ю . 1— > + •,« 4>—1—• ։— ' « 6*»—— 1 — *”* * > •' ‘ 1 —. 1 "
дх R дх2 4(1—>)* (!->)«

Полагая /։—0, можно выразить через ®2 и и подставлять в 
7'2 и Д/։. Тогда уравнение движения оболочки запишется только че
рез и\

Давление на оболочку от жидкости определяется из

/>֊11Л„=р֊֊пм
4՜

(4.2)
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Здесь Нх—1!а //,. Н =Л, и компоненты тензора Максвелла

ծ" О“

где штрих о .носится к жидкости.
Полагая Рр=Р^-\ Р՝к, Р=/\, Р՛ в линейном приближении для гоз- 

мушеннй» получим

1 . ^օ'Հ
1Կ + ^Н<^=Р + — /7(ДГ -Ро -^г- (4.3)

Для замыкания системы (4.1) кроме 
уравнения Максвелла для непроводящей

(4.2) следует решать также 
магнитной жидкости [II]

րօէ//'=0. б!мчЛ/'=0, г</? (4.4)
и вне ее

րօէ//=Օ. (П\7/-=0 (4.5)

Поскольку жидкость несжимаемая, то р-р(>())~соня!.
Обозначая А,г дэ.дх, 11г--дл ог и решая уравнения Лапласа для 

ъ и после удовлетворения ։раничным условиям
Հժ?՜ _ Ժ&՛ \ <>? _ .. Ժ&1 ժ? __
. дг ° дх ) дг 0 дх дх дх (4.6)

при г=2? можно получить

հ' = - 0— Н.)/<о(^)/о(7Г)//йй.я— է.0ՏԳ т в д>а (4.7)
* ^Кс(/п)/^т) \ /п(™ )/</'”)

При выводе (4.6) было принято, что

м=ас(Ж (4.8)

Для получения дисперсионного уравнения представим и и р также в 
виде (4.8)

Т=ЛсО8^ /7=б/СО5՜ (4.9)

Тогда из (4.1) и (4.2) получим

рш։_ ±^ш„7)=0 (4.10)
т

7=рЛ4- ^֊, Г) = Лд֊: О4а5
՛ ‘ /^’

Е՝/{ /_ 2^ \ 12СР
4- -{- Т^г-^[Н г у • = —^г

Н — ^ И* /Со(/п)/о(/”)Ч^~1)2
4-Ро։1/1('”)^в('«)4-/о('”К<1(^)
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С«=ь I 4- — (1+*Г( 1 -V) +• — X 
”| 180 9/?<Ч W

1-2Н.4у;>-ЗЛ-2?-{-2><| I 
(I-*)’ I

Для больших скоростей движения г>0 из (4.10) получится наличие 
флаттера при

о Г 1 / Eh \ _
(4|1)

Приведем некоторые численные оценки для кровеносного сосу
да I 12, 13] (/?=10Л, 7>0,3£Л, /:-7 • 105 Па, 1V=0,96 хЛ-0,5).

При отсутствии магнитного поля согласно (4.11) флаттер будет 
при г0-^7 мсек \ что с точностью до порядков совпадает с [14]. В 
то же время, как видно из (4.11), наличие средних магнитных полей 
может приводить к устранению флаттера.

Из (4.10) можно получить

(4.12) 
\да’/о /\ т /

Согласно 114]утля биологических сред -(2>0, следовательно, (д<о/(?а*)о>О.
Условие устойчивости волн модуляции имеет вид и>'0(дч>/да*)^>0. 

Для выражения ю0 из (4.10) имеем

Для определения знака «^(а) были произведены вычисления для 
вышеприведенной оболочки при р~2 при различных г0/с, (с=Л Е&) 
и Н^Е. На фиг. 1 по оси абсцисс отложено т, и по оси ординат— 
безразмерная частота о>0= 10 <оаА 'с.
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Как видно из приведенных кривых, для реальных биологических 
сред и>о>О и так как (дш да2)0>0, то имеется модуляционная устой
чивость. Однако, как показано в (при г'о=/7о—О), для ма
лых и при очень малых т. Разлагая (4.13) в ряд по т, мож
но получить, что <о"<О, когда

с 2?о I \ R ) Е

+ 1/ 4- | ^н(\ IГ \ ? /ЕЛ Е рЛ / I

Модуляционная неустойчивость для //„-=0 получается при и0-7= 
= 0,65; 0,44 соответственно для Т«, £7/= 0,3; 0,15.

Таким образом, магнитное поле в задачах флаттера в модуля
ционной устойчивости играет стабилизирующую роль.

ABOUT INFLUENCE OF MAGNETIC FIELD OX THE MODULATION 
WAVES IN PLATE AND CYLINDRICAL SHELL

A. G. BAGDOEV, L. A. MOVSISIAN

ՍԱԼՈՒՄ ԵՎ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹՈՒՄ ՄՈԴՈՒԼԱ8ԻՈՆ ԱԼԻՔՆԵՐԻ 
ՎՐԱ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ ԱԱԿ-եՅՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա. Դ. ք»ԱԳԴՈ1։Վ. Լ. Ա Ս ՈՎ111-ՍՑԱՆ

II. մ փ ո փ ում

Աշխատանքում դուրս Լ քերված* երկայնական մագնիսական դաշտում 
վերջավոր հաղորդականությսւմր ոչ գծային առաձգական սալի մոդոզա֊ 
Տ{,,սյՒ հավասարումը։ Ուսումնասիրված Հ մ ագնիս ական մածուցիկության 
•ոզգեցոլթյունր մ ոդուչարիայի Աղիքների կայա՛ն ութ յան. վրա. ինչպես և կոն֊ 
վեկտիվ ու րայյարձակ կ այունություններր։

Շարժվող մադնիսական հեղուկով գլանային թաղանթի համար դիտարկ
ված կ արագության ե մադնիոական դաշտի ազդեցությունները ֆչտտերի ե 
մ ոդուչացիայի աչիքների վրաւ
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