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управ.пиия и oniамильного просигпрмвьиия манипулятора.

/. Ail xant^h'C -H'i а՛ — .1!- .. -//vroa •֊o.’-.i Maiili пули гор
тонт из И0Д1П1Ж1ЮЙ ii.ia .формы и механической руки со охватом (фиг.1) 
Рука состоит кч тйух пичн>ев, соединенных шарниром 0^. Первое 
звено соедииенл шарниром с платформой и является абсолютно твер 
дым телом. Второе ibcho машшу.тяявляется упру, им егери-нем,

lia конце которого расположен \nai грузом Соединнтелиные шар 
пиры и :c:i т;.ные пь.лш ципкскис I Lia |ф..рмл механической руки мо
жет не.>.•.veina чд։я и i՛.ри и-кT.i.'tbtb՛ ՛ плоское։ и. Манни՛ in iop имеет 
пять степеней свободы: двнженп? осуществляется посредством 
здектромеханнческих приводов />։ (z^.v, у, -f,. с ). Приводы

/Л. О., рлспол •жены на платформе и упргшля-от пере
мещением платф՛ip\ii,;, поворотом манипулятора относительно яертп- 
калыюй оси, . тикже почопото.м первого звена отноептильно плат-



формы. соответственно. Привод £).. расположен в шарнире (Л и уп 
равняет поворотом второго звена относительна первого. Для описг 
ния уравнений гвмження манипулятора введем инерциальную ОХУ1 
и неннерпиальныс ' О2Л*2)а/2 системы координат. Вводе:
обозначения: /1 длина первого звена; /2—длина второго звен! 
/?„{/)—у{/). 0)? рчдиус-вектор платформы относительно споте 
мы координат 0X77 (символ означает ;рапсповировапне); //—высо 
га пл оформи: угол между осями ОД' и О1Л,։ 1-։> угол поворот 
м шипу ля гор । и к кительи 1 оси О։/1); ?1 -угол поворота первого ззе 
на игиоентгльн > латформы; ?2- угол поворота второго упругой 
звена относительно оси (ЛгУ։ (<ра -угол между касательной (Хх к уп 
руг му зв ну О.гр в ь.чке О. и осью <Ч.)/ч(| масс । платформы 
ш։ масса первом звена; т.։— масса вмрого звена: т масса груза н 
скягг՛; .?/, масса приз:» 1а в шарнир;- ().г: ■ (П^;^1 .) -координат 

точки нейтралы!՛՝։! линии второго звени; ՛՛< вектор угловой скорист 
нр:ц11"!1ия мя։и: .г.г..р;։ относительно осн (\7.^\ Цф/ ;)- вектор уп 
ру| и :цформации второго зв на относительно точки /Л, в сипем

ОЛф./..; /<(/<*) ра иус-щ-кюр ;.,чкг. не тральной линии нт рог 
зв-.ч. с координатой : и момент времени / «иноептсльно точки О 
сист- ме ОХУ7,\ ;.(:) линейная плотность второго звена; /:7(:) жеез 
кость второго звена на изгиб (Л՜—модуль Юнга материала, ./(;) -му 
меьт инерции поперечного сечения՛: ь՝(-) — плошадь поперечного се 
Чечня кгорого звена; функции с(с), ?(:). х(с) предполагаются достаток 

ни гадкими; я, переда очно».- число привода /Л: С?֊—1А՜,. 7\, М, 
Л? 4. Л!.,)-|сктор, компоненты которого- электромагнитные силы 
моменты, г.ргло;: енные к ротору электродвигателей приводов; 
коэффициент индуктивности обмотки ротора электродвигателя /\-г 
привода; /<3 электрическое (омическое) сопротивление обмотки рь 
тора элгкгродвигате.г.! /_),-го привада; к: -кэч})|>нцисн пропорции 
нальностл между электрическим током цепи ротора электрэдвягатсл 
Ри-го привода и соотвегетвеюш.ей элекгро.м п нитнои силой или мо 
МСНТОМ —•I՛՜ •.•?.. /■՛! .'.А',. Л1?| = ^.։=/.:А' ); ■/:-
ллектрическо.с напряжение, подаваемое на вход электродвигател 
/>.-го привода. Статоры электродвигателей и корпусы редукторо 
приводов !-). (՛—х, у. >։, ?._,) жестко связаны с платформой 
... |: ՛! м звеном ՛• чаппческой р\ к;, манипулятора» соответстденнб,

Векторы /С(/. ;) (в системе (}ХУ7\\ •՛(/) (о системе

и'В/. ■) | в системе (>2.Х.7.',:7имеют вид:

\Г'(/.:-)=
—;)

-ч’С,(/, ֊:)$1г.;2
&։(/, :)СОь?а

.<(/) ^'г(/, ;)со$-с0- |£։соз?։ ;со^<г2— чг'։(С :)5нг;..|$ш?(} 
у|/) к.'2(/, :)$1Пй,-4 |/.։С05?։ | ;СО5?2 Г£.':(/. :)Я|Н^2|СО8?|1 
//4֊/чЗ։пу։4 :$|’п<?2 то:(/. -:)со$тг
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В рамках линейной теории упругих стержнем предполагается, 
что упругие смещения второго звена механической р кн манипуля
тора малы (большая нзгнбная жесткост։. /:./(;>) ио сравнению с его 

длиной [ П' (/, ;)|,7.а—( (О, =- I, а максимальны; период 7, собстве։« 
ных упругих колебаний мал по сравнению с характерным временем 
Т процесса управления манипулятором Л/7 Начальные рас

пределения ич(10. ;) = Л'(-), :)—/■{;). (7—1, *2} при этом, естест

венна. считаются малыми, а л\ у, а>£_, л՜, у. :0. . ։.

* У. ?о’ ?1
Кинетическая эпер|ия движе։ ;։я рассх атривьом'Ф механический 

системы манипулятора имеет юн

I
А — V А'. ■ ֊֊ I |<(7. :) Г՜'*/: (1.2)

к <1 - .о
гд։՛ ^-кинетическая энергия 1впжения платформы, Л’։ -кинегич.екня 

энергия гчнжешы щрвого звена. /<2 кинетическая энергия двигателя 
в шарнире ().։. как .«»че ։ный груз ин копие первого звеня. А'. -кине
тическая энергия вращения роторов дянгателей приводов, а последнее 
слагаемое кинетическая энергия движения агор н о звена с грузом 
на схвате. Кинетическая энергия движения точечной массы на схнаге 
манипулятора учитывается путем добавления ?с б(:рх(;) дельта функ
ции интенсииности /п, ю есть ух — 'Д.:)л(:> < /лс(;-/,.),

Вычисляя кинетическую энергии« ю формуле (1.2) л оставляя 
члены, порядок малости которых не нрень. пиет :3, получи՜.։

А'^уДл ’Ч ' /Уу= . ՛, ('Г|'-т'1-052<Р1)-//(А-^СО$г1 -

֊ у 7;--։/-,(^։1-֊2у81п<Р1) 1- | ։ тс-|/. ;)- ?€՛.//, :Н

о

-2г:՛//. К1ф,со$(^1 -2)—у51п-?0] 2^,(7, И 

•' кД։СО$~։ -4-?0сСО5^ -г| Зтсф/. :)| ?6Л'$|Ш?2

—/,։'^со§х181 П'г2 ֊ ~ <?,;81п2г2 2г|-/1’։։и(7։ з2) |

у2к^(.\^?0[?а;5։пей֊4 у[ {֊ (1.3)

-« 2?4։Д':со$Л2 2?2у:$։։.;, । 2^^;../։:>

ХС08(?։—‘ (Л Ь .Л/г -г.)
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Где Л=/л0 ( м։ /н2Н֊ги т, ։ /лп'у, И = м0 + т։4֊т2 ‘ т \ /п1 Н-Д//;,

С=(7,-/г//^), ~ 1 '«2-
X»

Здесь ./, —м/-3, Л (:'.=л\ у. ^в, ?։. ?2)—момент инерции вращения 

ритора электродвигателя /Л го приводя.
Полная потенциальная яипгия рассматрнвиемой механической сис

тем« равна сумме п<»гонианергии снл тя^еСтН н упругих сил, 
• тикающих при тсформянш։ стрелы:

11= ^.^Л-

։ Д' | 6*1 >2 а/։(б :|СО5'42 • • Л]*Д — (1.4)

II
Д։

՛ | Л-7<;> V 1и;((,;)]=4;

~ •' Г—I
9

Для вывода уравнений лшжения м ;нлнулятора используем варка- 
ипонный прпнци.т I амилы она-Остр'»градского [3].

о
|о(/<-11 , А )<//=() (1.5)

к

где 'Ж и бП—вариации кинет и* некой и потенциальной энергий, а

-\4=^ •'// -лп'ментарн;; ! работа электромагнитных сил и моментов.

Здесь у—вектор с комприентими: / = (,г, у. ой).

Подставляя (1.3). (1.4) в (1.5) и учитывая, что = ^'։(/, ;)-֊ 
= '>£>..(г. ;) О при / = /։. /4« получим с точностью до з следующие 
нелнн йные шнегр^-дифференциальные уравнения движения манипу
лятора в виде:

I-
/1Л- А։?а | оз֊ 0/а( (.; )т/; 4֊ I ։( ) - И ։ /; л

и

Айу14-.Ч4^:։—§|П^2 | ~Л(?ь ?֊г'=г/:.^'у

й

Ч-м-З.л՛ * |^{к'а(Л:)|1։С05«?14֊;С0^?.|}е/; +Л(л','?и.4։)-« .Л/.,

I)
Г,

.<2, Д-?։֊Л^+Цсо։(?։-<Й1 р>-ад/. -:)</;

О
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4 гг 5||₽л.,Л| .
4-

Лл • Л„у | рг-а/л

V

(1.6)

-< />(’<■• у.?о.<?».*։) Я.,М.Л£С05?: 1рх#,(/.;)7:

где коэффициенты при старших производных и функции //( • ) 
(' -1.2« .... .51 определяются следующим образом (скобкой ( • ) 
обозначены соответствующие аргументы функции /,):

Л։«Л։ = —/.,С055։(£7., • Л)— | р.<;СО$?։</;

о

•4՞ Л>* —/-,81п?,(/:7.| • /)); .4,=Л>։=—$|п?։ |

Д4=го8»1(/?Л}т-Ссо5^։); .4«=С £7,-- 7/Л

Ах '4.
'• /• 

Л;=Л։Л—£։СО5(?։— ՛?,) | &<:</:; .4»= | с.$*ЛД

9 О
4։

/,(՛) = ?о%51П<Г։(Л։£ - П\-г ?0«։ | оз:.51п;:7:

О
{..

/։( > = ֊ ? :СО55 ,( £,£+ О) -7‘СО5 ?3 | ,'/$;</•

О

/л(-)= -?0?>Яп?1(2Ссо$^ Е!.'\- ;|АЗ|П?1(О /^Е) г 

4։

-

О

г. з1п2-5 4- 2/-,СО5?1$1п-:, )- А-;,:$1П;

2 го?։/ ։:51п*,С0$г: \( - /Хс?(,ч|пг։ •

■ С?-С05^5»Л?|-Оу = ։С05г, [- ^^1(1՛.՛-, 4

4»

Н'СО8?|(О г /.,£) -?,( ?, -?,)/ ,8111(5, -?,) 
.1 

п

I- \ т31.,:.$1п?,со$5, Ь|'51п(5,-5,)|//;

о

I |||Щ'СПП1 АЛ Армкнсхин «.( Г Чсх.тикл. .V I
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f.( ■ ) I y?i(2sfn-?t 4 COS?») ֊ r';L։sln(?։~?a)

L: 6
-Sin?a?0(x-4L«cos?։)+g<՝<jS’f»| | ?osin2?i |

ft“ o'

К уравнениям (16) необходимо .ак/ке добавить уравнения балан
са напря>кений и цепях роторов ->.тскгредвкгателей [1];

/. , -Г «Л»/,«* (>=л*. у. ?О’ '•?»’ Ъ)
dt

(1.7»
(/л -*• /,у=У» X, =то /.-. ֊- *г Z=-—<M

Уравнения упругих колебании t: вертикальной и в горизонтально)։ 
плоскостях второго упругого шена манипулятора с гр՝ «ом на схвате 
имеют ВИД (при 'Ц:)==р0СОП81. —consl. 7(:)= ‘0 —const)

К'Дг,')- /-Д • .:)
(1.8) 

«-՛,((.0)= гсд/,0) k<(/./.:)=0

Z'(c). К'(/ПЛ) = /?(П 

где

G «F.G w

/՝>( • + ysln?a /-.,'f։C0S(?։-?2)| • J,( • .:i Po^o

Л2( | -t~Yo^jCOS?,-?^cos?? | f.( • .;) 9.^

fn( ■ .')-= '^xsin?,֊ /.p-sln(-ij—?2)— '^slnTs(/.։cos?։+:cos?։Wcos?,

/:( • • ;)=2?o ?/ iSin?։ ~ ?0 у - 2?Q ?։;S п?а

Здесь скобкой ( • . 5) обозначены соответствующие аргументы функ
ций F>, f-.

Решение задачи (1 8i ищем в виде |4|

«'|(Л;)= f ОК0Лл(5) (1-9
л= I

где собственные функции А'л(:.1 с точностью то постоянного мложл 
теля Сп имеют вил

С.,|с11/Я: COS>.fl։+Msln''։’“Sl1'"*)|
(1.W

Зл - (civЛ,-vos'ffL?) (sh' J-г Singhs).

C,f определяется из условии ортогональности собственных функций 
Собственные частоты </г задачи (1.8) определяются из граней,ендент 
лого уравнения 
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1 - civ ,1Z.2cos/-fl/-5 i p,,(shA„A3cos/Д3—civ.,/.ssinM-5)=()

7 ■=£,<. 2. n^.՝-l

I кчю.тьзуя ус.'ижпя ортогональноеi и собственных функций, гранич
ные ус/юиия чалачп ПЛ) и решая > • ю ։. :• ;иукипие дифференциальные 
уравнения, получим ։ля ки^ффицыицм: Фурье Qf’,(0 следующие вы
ражения:

Q'.,(/) .Veos*;)' rt t ^sinUJcj/ 7 4= 1 slrv.jj 7(/ ‘) hl-И-» U=M)

G
(i : ) 

где

■ > q\(ghcs/-;i cv\ - г—— QU^sfn՛;՝ c.t(i

3՝— l,)s;՛. U "•.■/-■■— UaUiUc ’S ,.2l < ро
V<՝։

L,

№ ’֊ 1՛ I.Y.Orf-
M 

I)
L,

Qn<'») = ֊ f mil 7-C- A2)|A'J:)/=
'fl • U

X,
<M4 - J- p'.‘( • .;)li+-r?.(S-Lj|.v.,(;W5

0

Скобки |/. означают неявную зависимость функций Ф,՛ от времени.
2. Задача кинематического управления. Пусть задано движе

ние абсолютно жесткой модели манипулятора, то есть заданы л‘(/), 
У(0, го(О' ?։(О. ?г(/) и их производные. Требуется определить дви
жение упругой модели манипулятора, движение груза на схвате, 
электромагнитные силы и моменты, приложенные к ротору электро
двигателей, электрические напряжения, подаваемые на вход электро՛ 
двигатели), которые необходимы для обеспечения заданного движе
ния для упругой модели манипулятора.

Из уравнений (1.6) следует, что электромагнитные силы и момен

ты можно предстали 11. в виде суммы двух слагаемых Q=Q" I Q1. где 

Q” (Г’, r՝Z • ЛТ' ). О’ (/•■', Л1. Л1! , .П . /И‘ ). (/' со 

ответствует абсолютно жестко;! мэдела маннпсл.|.тора и определяется 
следующим образом:



Мзг,+М . )j. I Л^4• )1
«г.

Л1՛;« —1Л«^1-Л:’?,4--ку + /,( • )|. лС=֊^|А??։ Л,Л-т-Лпу4/.1 • )| 

ft.i “г,
(2-0

n Q' обусловлен упругой податливостью. второю звена я его компо
ненты имеют вид

I-. I.,
/'=—•՝ I М ЛУД/1.; h/;,/■* = -- 1 Slir-J, I ъ ХГСД/, :)</:

«л ՛ «■
О и

?!' =— 1 ;)|/)C0Srj-=.C<.sr.J}*/:
П.. .’ 

у
/1

Л. = — I f/S7.1C0*('fj - :h/c
‘ ' «Ç| •'

0

/.»
AP = ~— |ЦЦ(/. ’)-gCOSS^U, ;) |t/: (2.2)

II

a>4(/. ՝). (/ —l. 2) определяются из (1.9) (1.11).
Используя связь меж i\ -?лек i рическпм током в цени роторов :<к՝к- 

1 родвш а телей приводов и электромагнит! ными силами и моментами 
(см. п. 1), получим уравнения (1.7) баланса напряжений в цепях ро
торов э.тектродвигате.юн в виде

/.(QÎ •+<>;> + ОД i ««.7= *.«. 0 3

Из (2.3) следует, что управляющее напряжения, подаваемые па 
вход электродвигателей право до։., также можно предел.чвить в виде 
суммы тух слагаемых. Папр-яженне, Которое iie< Tixo ihmo юя украв- 
лопвя жесткой моделью манипулятора, и добавка, обусловленная упру
гостью второго звенз, го есть а.. = .ч''-) ь-‘, определяются c.ie iyiouinMii 
выгаження ми:

//՛՛= — (7.6'-| R /Г -t-k'/t. /,). «’== ֊(/..Q1 /?,(?') (2.4
/г3 /г-.

где QJJ и QJ определяются из (2.1), (2 2) соответственно.

Состояние механической системы в каждый .момент премени, а 
также положение груза в системе O.V Y7. можно определить с по

мощью радиуса-вектора /?(/.:) из (1.1) после определения ^(/.В 
(/=1, 2) Н.9).

3. Некоторые частные случаи. Важным случаем, когда в нуле
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вом приближении можно получить более простые расчетные форму
лы для определения электромагнитных сил и моментов, является слу
чаи. когда R,. Физический смысл неравенства означает, что вре
мя -- =Ц R установлении токов в цепях электродвигателей намного 
меньше времени рабочей операции манипулятора (тв Т). Это пред
положение выполняется практически для всех типов современных 
промышленных м а н н .ч у л я ци о н н ы х роботов.

Из рассматриваемом щдачи слслуе. также анализ движения и 
»адачи кинема 1 ического управления некоторых часто встречающихся 
конструкций промышленных роботов и учетом упругой податливости 
второго звена՛ а) случай неподвижного основания манипулятора 
(л*(/ 1—у(/)= соп§(). Подвижными степенями свободы являются: ?/(/) 
(/=(), 1. 2); б) случай, когда ?,-90՜. Подвижными степенями явля
ются: х» О. у(/). ■?<>(/). ?։(/): в) случай, когда <р։- ^ = 90. Подвижны
ми степенями свободы являются: х(/), у(/). г) случай, когда
?։=?2 —Подвижными степенями свободы являются х(т). У(0, ?с.(;).

Об обноп к'к :апо‘)‘.е зпгЛг/ оптимального управления и опта- 
пильного проектирования манипулятор!. Пусть »аланы достигаемые 
манипулятором начальное и консное состояния

х.(4) /.“• «М4». 5)-/|(П. ։)=?/?(«), (/=1.2) (4.1)

/л(П-х'. Л.(Г)=/!, от,(Г. ■)=«=,((), (/=1.2)

Здесь /•(:). #/(։) (*/ —1, 2) -заданные согласованные с граничными 

условиями функции, описывающие начальные и конечные распреде
ления упругих отклонений манипулятора. Время Т окончания про
цесса управления манипулятора и конечные условия /[. ■/[, .£'(:) 
могут быть фиксированными или собл.-ными, принадлежащими не
которым допустимым областям:

/„Че,, /<ёо՝,г £/ес;։ (4.2)

Через 3 — {>,, р3, ... обозначим конструктивные параметры мп 
нипулятора. В качестве -лих парамо роз могут быть физике-» еометри- 
•»ескис параметры, то есть линейные размеры звеньев манипулятора, 
материалы, из которых изготовлены звенья, массы звеньев, грузоподъ

емность и т. н Компоненты вектора ' могут характеризовать также 
типы приводов (электромеханические, пневматические, гидравличес
кие) и их расположение в кона ру кции манипулятора

Вектор 3 выбирается, исходя из реального назначения манипу
лятора. Очевидно, что компоненты 3, должны удовлетворять усло
виям

(4- (4.3)

Условия (4.3) определяют в пространстве конструктивных пара
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метров //-мерная область Q , каждой точке которого соответствует 
некоторая конструкция манипулятора |6|.

Кроме ограничений на краевые условия (4.2) и на конструктивные 
парамечры манипулятора (4.3), в общем случае на его юижснис и 
режим управления, могу: быть наложены также ограничения вдоль 
траектории

(&. 7«.'/л* %)€0 (4.41

Ограничения на управления (/,. на фазовые координаты (/«. /J 
г. и.\ конструктивны; параметры у манипулятора могут быть разде
лены и нс разделены. К числу ограничений типа (4.4) можно огиёегп 

‘также ограничения на частоты и амплитуды упругих колебании мани 
пулятора, напряженно деформируемое состояния звеньев и i. д.

Для оценки технического уровня проектируемого мании՛, лятора и 
качества выполнения м.ан.՛ аудитором поставленной задачи заладим 
некоторый функционал, который в общем виде запишем

<N՛ '7

(/=1,2,..,. Л; ТгРг) (4*5>

В качестве критерия типа (4 5) можно, например, принят֊, мощ
ность манипулятора, энергозатраты приводов. быстродействии, нес 
манипулятора, стоимость, надежность и г. и. Применимое и. того или 
иного метола решения итдач оптимальною управления и оптимального 
проектирования манипулятора г. нкч гневно зависит от вида ограниче
ний (4.2) (4.4) и от функционала (4.5) Исследованию некоторых 
тадач он i нмальноги управления и оптимального проектирования упр\ 
ого манипулятора посвящен ряд работ [5 S и ip.J.

ANALYSIS OF TW O SECTION ELASTIC MANIPULATORS WOTJON 
WITH ELECTROMECHANIC DRIVINGS SYSTEMS ON A

MOVING FOUNDATION
A. A. OLKAS’AN

ՇԱՐԺԱԿԱՆ 2l‘irfp ՎՐԱ ԴՏՆՎ11Վ 1:1.1!ԿՏՐՈ11՜1՚.|1>ԱՆ1՚’ւԱԿԱՆ ՇԱՐԺԱՐեՐԱՅԻՆ
ԴԱՍ՛ԱԿԱՐԳՈՎ ԱԱԱԱԴԱԿԱՆ ԿՐԿԱՎԱԿ ԱԱՆՐՊՈ1Վ5ԱՏՈՐ1' ՇԱՐԺՄԱՆ ԱՆԱԷՐԱ

II.. II.. Ղ111''|Ա|131(1.Ն

Ա է1՚ փ 0 ւ|ւ Ո I II՛

Արրաձղական ա i՛ n ti i /7 ր»Ն սաՀմ աններում ՈԼՈրսքնասքւր-
>/ոսՏ Լ շսւրւք ական •7",7’/’ 'հ,ս' ղաՆւ[ույ անտրոս/ոմրրր!ք> ւ) անիւՀրւււ ւաաոր/ւ 
շարժման կ1ւՆ1ւմաա1էկակէ։>ն 'ւեկավարմ ան խնէք^րրր

^րոշւ/ած !,ն աււաձւշական ա l> 'j աւիս խա ff/trtiih /, րր 1էքեկսւրամաւ)նխ>ական 
էէսք(,րը, if nd ենաՆերր 7ւ Լլեկա րական շարժաք՚քւրներքէ մուտրին արւ/nii լա- 
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