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ВЛИЯНИЕ ПОПЕРЕЧНОГО СДВИГА НА УСТОЙЧИВОСТЬ
УПРУГО защемленной кольцевой пластины

ЧЕРЕНКОВА М. В.

Устойчивости упругих кольцевых пластин посвящены работы 
|1—6]. Обзор некоторых из них можно найти в статье [7].

В указанных работах авторы использовали классическую теорию 
изгиба пластин, в которой деформация поперечного сдвига (/=/•, ։|) 
считаются пренебрежимо .малыми (г, С', г—цилиндрические координа­
ты с началом отсчета в точке пересечения срединной плоскости с 
осью пластины). С применением новых конструкционных материалов, 
в частности, стеклопластиков, имеющих модули сдвига ((■-/■, 0) 
значительно меньшие, чем модул։։ упругости £, (.' -г, н,з), возникла 
необходимость оценить влияние деформаций, пренебрегаемых в клас­
сической теории. Известны решения, относящиеся к поперечному 
изгибу и устойчивости анизотропных пластин |8—9], ио до конца 
рассмотрен лишь случай трансверсальной анизотропии материала 
пластины, когда можно записать следующие соотношения для мод - 
лей упругости ЕГ—ЕЕ=£Е2 и коэффициентов Пуассона = v.r;

Однако еше больший практический интерес представляет случай 
цилиндрической анизотропии, когда Ег — Е-=£Е;, v?=<:.:

Ниже исследован именно этот случай для задачи об осесим­
метричной форме потери устойчивости кольцевой пластины.

Рассмотрим кольцевую пластину, которая на внешнем контуре 
г — b упруго защемлена и нагружена равномерно распределенными 
сжимающими усилиями р [ // Л1 | 
(фиг. 1); предполагается, что внут - 
ренний контур г = а не закреплен 
и свободен от нагрузки. В нашем 
решении, учитывающем сдвиги, ис­
пользуется теория С. Л. Амбарцу­
мяна [8] и, и частности, принято, 
что касательные напряжения в се­
чениях r=const меняются по па- 
раболическо му закону: -rz—\ 2Х 
■X (/Р/4—£*)?, где Л—толщина плас֊ 
тины, «(г, 0)—искомая функция ко­
ординат г, В. Фиг. 1
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Перерезывающие силы в тех же сечениях определяются интегри­
рованием касательных напряжений но толщине пластины:

<Л=֊? (1)

Согласно общим уравнениям, лзпным в [8], для рассматриваемой 
здесь осесимметричной фирмы потери устойчивости дифференциальные 
уравнения приобретают вид

Здесь г!Ь, тх) -перемещение произвольной точки срединной поверх­
ности в направлении осн г, Рг> /Л—цилиндрические жесткости плас­
тины в радиальном и окружном направлениях;

г _ . л \г +
’ Е: 1-^ Ег 1-^,

X—фиктивная поперечная нагрузка, вычисляемая для неодно­
родного напряженного состояния кольцевой пластины.

X 1.-V, Л''з (4)^7
где Л'7(р) и М(?) нормальные усилия, действующие в плоскости 
пластины к вызнанные нагрузкой р в докрнтич.еском состоянии.

Строго говоря, эти усилия следует определять путем развития 
теории Ламе на случай анизотропии. Однако, это привело бы к весь­
ма сложным выражениям [I!] и результатам, которые во многих 
случаях практически мало отличаются от результатов, получаемых 
по обычным формулам Ламе для изотропного материала (в выполнен­
ных нами пробных расчетах для Ее = 0.14 £,( и отношении радиусов 
контурных линий 0.85 различие составляет доли процента). Поэтому 
ниже принято, как для изотропного материала, по формулам Ламе

(5)

(6)

Здесь —
Выражение для X можно записать в более компактном виде
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(7)

Подставив (7) в (2) и произведя интегрирование полученного урав­
нения, можно выразить функцию у через производную

12 dw_
h3 1 __ у Т (В)

где Со -постоянная интегрирования. На свободном Внутреннем конту­
ре пластины (р = г.) перерезывающая сила Qr=0 и, согласно (1), 
должно быть справедливо равенство <р=0. Отсюда из (8) следует.
что Со — О, то есть

12 р dw /1 v’ \
Л։ 1—у,2 dp \ о2 /

или, используя (5),
12 dw 
/7՜ '~dÿ

(9)

(Ю)

Подставив (10) в (3), получим дифференциальное уравнение второго 
порядка отиоеителыю угла поворота нормали к срединной плоскости 

О == dw/b dy.

Д,(0)+£,(«) + £։(«)-О; +

/ ։(0) _ £ 1JL (<L Л W) \ \
5 Л GrXdr. V d’. ) E, ՛. /

O(0)= -֊-!֊ -л’ <1’)
10/Jr \ p dp df /

Здесь /ч(0) соответствует левой части дифференциального уравнения 
классической теории пластин; А։(0)- члены, характеризующие поправ­
ку к классической теории, обусловленную учетом сдвигов ՝\ri\ Л3(9) — 
члены, учитывающие влияние напряжений з..

Для решения уравнения (11) используем метол Вубнова-Галер- 
кнна, аппроксимируя угол Ь функцией

О 01 + + С5р’ (12)
Р

которая уже использовалась в статье 1-1] для исследования устойчи­
вости кольцевой пластины по классической теории. Там же оценена 
погрешность приближенного решения, составляющая не более 2%.

В рассматриваемом здесь случае упруго защемленного внешне­
го и свободного внутреннего контуров коэффициенты С։, С3, С3 
должны быть такими, чтобы удовлетворялись условия /Иг = 0 при 
?—т( и .Чг=—при гл=1. Здесь Л1г(</) внутренний изгибающий 
момент, который согласно |8| определяем следующим образом:

37



Ь с!'։> Ь ՛" у <> С։,: хсА '' / !•> Ь 
(13)

с коэффициент упругого защемления. 0о-угол понорота вертикаль­
ных .лементов наружного контура пластины. Принимая, что поворот 
происходит вокруг контура 2=0. выражение для % записываем в 
виде

О»=֊0+^Т՛ (11)
Подставляя (12) в граничные условия. получим систему двух алгеб­
раических уравнений, из которой можно выр.чзигь постоянные С։ и С... 
через С2:

6 - С3(у ■ /?/,-֊- , /Н2ба) (15)

где
~ а 11 .

., /1г 7 А
3 \ 0^1--^ )

/1֊ У / \
о/;2! — V \ \ 40’ /

Ц с= Т2՜" (^ • 1 - <‘И- 1)) - >,з ֊ 1 ֊ с> (к, г - I ՝)
56*1— т,- \ 462 /

/;2 д
т-А(/<И2 ֊ -<։) ^<з(1 -<)(',» - I)) ֊ оо ֊ 3

□У" 1—Т(‘

• / _ 2 ' ։,Г£ , д' _  1 ''г:
1 — М70г * I — ''/■։> 7бг

здесь 7. =рЬ2:Г.)г-безразмерный коэффициент нагрузки, с0=с?Л,7?г— 
безразмерный коэффициент упругого защемления.

Выражение (15) удовлетворяет всем граничным условиям задачи 
н для завершения решения, следуя обычной процедуре метола Буоно- 
ва-Галерквца, подставим (15) и (II) и приравняем нулю интеграл:

I
I (1,(8) + /.,(8) + / ֊֊ 0 (16)

Отсюда можно пайт?: практическое значение безразмерной) коэффи­
циента нагрузки гх.
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Расчеты производи лись при г,= 0.85 для двух вариантов мате­
риала пластины: изотропного материала с £—2,94 • 1010 lia. > = 0.3 и 
анизотропного .материала с Ег—£..=2,94 • 10’" lia; £&/£,-■« 2,24; v- —

= 0.3; = 'ч»г = 0,33; 1 ), Jо.
Численные результаты представлены на фш 2 и фи։ 3. На фиг. 2 

сплошными кривыми показаны зависимости искомого критического 
значения коэффициента нагрузки а от коэффициента упругого защем­
ления cq для анизотропной пластины без учета сдвигои у,г (кривая 1) 
и с их учетом (кривая 2). Несколько ниже штриховыми кривыми 3 и 
4 показаны соответствующие зависимости тля изотропной пластины. 
(Относительная толщина пластины hsb при построении кривых 2 и 4 
была принята равной 0.07b). lia фиг. 3 можно проследить для с,— 40 
(кривая I) и со = 80 (кривая 2) влияние относительной толщины ани­
зотропной пластины па критическое значение коэффициента нагрузки.

Фиг. 2 Фиг. 3

Значение 1 при 1цЬ -0 соответствует классической теории, не учиты­
вающей сдвиги. При построении графиков было положено, что з2=0, 
так как учет нормальных напряжений осложняет вычисления, но 
вносит существенно меньшую поправку, чем учет сдвигов тГ2.

При малых значениях коэффициента упругого защемления допус- 
тимо пользоваться упрощенной моделью кольца, основанной на исход­
ном предположении, что £г=£г=Огг = оо, то есть считать радиаль­
ные сечения недеформируемыми. Тогда при потере устойчивости по 
осесимметричной форм любой его радиус, оставаясь прямым, повер­
ну г на .малый угол у.

Рассмотрим секюриа щный элемент кольца, соответствующий цен­
тральному углу (/л (фиг. I). В докринпеском состоянии, вследствие 
кода г.швин и кольца в пкрхжйом направлении (£й конечно), вес 
точки элемента под действием внешней нагрузки перемешаются вдоль 
своих радиусов на величину А. так что относительная деформация в 
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любой точке кольца в окружном направлении равна -Д/г. При этом 
возникает окружное напряжение з0=—£;.Д/г. Величину Д находим из 
уравнения равновесия элемента в докритическом состоянии:

о
рьм и

и
Отсюда

Таким образом, при потере устойчивости и повороте радиального 
сечения на угол о точка с координатами (г, г) перемешается по ра­
диусу на вели ;ину г: —Л (фиг. 5). Соответственно этому окружное 
напряжение определяется выражением

(18) 
Г

Момент системы этих напряжений в пределах всего сечения относи­
тельно оси г можно записать следующим образом:

/И | | [(£ - г)? • г]<1гиг
а к

Подставляя сюда (>7) и (18) получим

А!
12

(19)

Пр) юте ра шалый«: ՛ ения па угол на внешнем контуре 
кольца возникнет реактивный момент, выражение которого для сек- 
гориального элемента имеет вид

= — с';Ьф> (20)
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Составив уравнение равновесия моментов рассматриваемо։ о сектори- 
ального элемента кольца (фиг. 6).

2Л1 — ЛМ» = 0
2

получим выражение для критической нагрузки осесимметричной фор­
мы потеря устойчивое։и кольца

р = — *0

где

г- /а А |п---- ЬСОЕуг Ь а= -у — ; з0 1п —:-------- --------- — безразмерны։։ коэффициент
!п---- :-------- 1

а Ь

критической нагрузки, с0 - — —безразмерный коэффициент упругого 
Ве

защемления.

Пл фиг. 7 кривой I представлена зависимость критического коэф­
фициента нагрузки «о от соотношения радиусов пластины при с«—0. 
Для сравнения приведена кривая 2. соответствующая изотропной 
пластине (см. решение Мейсснера [3]. нс содержащее учета сдвигов 

при свободном опирании внешнего контура пластины такой учет 
даст весьма малую поправку). Для сопоставимости результатов ша- 
чеиия ц. найденные в |3], разделены из разность (I V2).

Как видно, уже при ։| = 0,6 погрешность приближенного решения 
менее 4%, а при больших значениях и точность модели увеличивает­
ся. Конечно, упругое защемление внешнего контура пластины сущес­
твенно уменьшает область применимости приближенного решения. Так, 
для |)=0,6 уже при с\.-֊֊ 1 погрешность достигает почти 17%; в слу- 
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час жесткого защемления внешнего контура упрощенная модель ли­
шается смысла, так как поворот радиальных сечений невозможен.

Отметим, что решение, относящееся к упрощенной модели, в сущ­
ности соответствует известному решении? Р. Граммеля [12], если его 
распространить на случай упругого защемления одного из контуров 
кольца.

THE INFLUENCE OF THE TRANSVERSE SHIFT ON THE 
STABILITY OF THE ELASTICALLY JAMMED COIL PLATE

M. V. CHERENKOVA

1!1,Դ1.ԱՅՆԱԿԱՆ ՍԱՃՔ1» ԱԱԴև811հ1>5Ո1*ՆՐ ԱՌԱ11ԴԱԱՍ.Ն ԱՄՐԱԿՑՎԱԾ 
Օ'ԼՍ.ԿՍ.ԱհՎ ԿԱՅՈհՆՈԻԹՅԱՆ ՎՐԱ

Մ. Վ. Լ>11ՐՍՆ<|||Վ|Լ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

Ուսումնասիրված Լ ներքին եդրր աղատ, ի>/կ արտաքին եղրր աոտձւրս- 
կան ամրակցված Օղակաձև անիղաորոպ ապի կայունով!յան կորստի աոանց- 
քասիմ ետրիկ ձեր' . ա վ ա ս ա րա չափ արտաքին ճնշման ղեպքէււմ ւ Հետազոտ­
ված Լ արտ արին ր՚եոի կրիտիկական արմերի կաիւվ ածությունր սաչի >աստւււ- 
ձյունից հ սայի արտ աքին եզրի ամրակցման կոշտոլի յունից' առանց հաշվի 
առնել։։։ և Հաշվի առնելով ընդլայնական սահքի զ ե!իո քմ ս։ ցիան երր ( Հ Հ_- j ե 
սալի անիզոտրոպիան։ Դիտարկված / յածման պարզեցման հնարավորու֊ 
թյանր արտաքին եզրով աղաս։ հենված ռայերի Համար՝.
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