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ДАВЛЕНИЕ ШТАМПА НА ГЮЛУПЛОСКОСТЬ С ЛИНЕЙНЫМ 
УПРУГИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

ГРИЛИЦКИИ Д. В„ ЕВТУШЕНКО А. А. ПАУК В. И.

В литературе широко представлены задачи теории упругости о 
давлении штампа на однородное Основание. В.»аимодействне штампа 
с различного рола неоднородностями тела (вырезами, трещинами, 
включениями), расположенными вблизи области контакта, изучено 
недостаточно. В предлагаемой работе поставлена и решена задача о 
давлении штампа ня полуплоскость ՛.՝ произвольно расположенным 
тонким упругим включением.

Пуси, к краю однородной изотропной полуплоскости //>() пряжи-

мается силон Р и сдвигается силон 7՜ и>֊иг. I) жесткий штамп, осно
вание которого описывается гладкой функцией y—f(x). Внутри по
луплоскости вблизи области контакта расположено произвольно ори
ентированное у'пругое включение мало!! толщины 27/. Предполагается, 
что граница полуплоскости вис штампа свободна от внешних усилий. 
Силы трения, возникающие под штампом, удовлетворяю! закону Ку 
лона. Механический контакт включения с матрицей прпнимаатся 
идеальным Под действием штампа включение как жесткое целое 
поворачивается ио часовой стрелке па неизвестный угол е. В условиях 
плоской деформации требуется определять контактные напряжения 
под штампом, коэффициенты интенсивности напряжений у вершин 
включения и угол е.

Граничные условия задачи:
а) на границе полу плоскости -у=0

-։?(-v)=3y(.v)=0

’.w(x)-/!av(x) 

гфс) = Г(х)

при ’а*֊ /|>«

(1) 

при |а*—/|<7? 

при |а—/|<а

А—коэффициент трения
б) на срединной линии включения
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I Wr* °« + )ЧА(Г» VH] I v(r А -) + A(r- *0 -) I =/:(rH
1«;о-л1 Н"';<м04)1Н'<(гл (2)

A(r) =0, (Ä = TT4), ftp, *]♦ 7 дг, = дг

Индексами , f“ и » —п отмечены верхняя и нижняя кромки 
включения, соответственно. Для определения /*(П. (A=l, I) служат 
условия взаимодействия тонкого упругого включения с матрицей [||: 

u'f(r,%4 )-^(MH=M(f) AJeJr.ö* 1 ) I o,(r, % )| 

1«,('‘ЛН-) - ‘1/Л = —; tz»(/-,9i>—)|/|i0-|

+ ) T «;(<.%֊) (3)

|«#A~ ) - udr.fj0— )| / h = ՝2kxl\'(r) - — ) ■ ^(r,fi0- y

nr(r.0։14֊ )-nf(r.%֊) = '-43o(f’öu- )—)l 

f

Здесь A’(r) = A'* | [trt(/.5„ 4 ) ֊ -,„РЛ -) \dt

Л'* = [ °,(Z>. 60 -•- ) -Г % - ) 1 / 2t = (1 ֊]’ T-ö) / (8p<i) 

^=(3--z0)/(8Ht>). /г2 = (/г(; k\}/kv /0=3-4v0 

p(!Lo) — модуль сдвига. фф)—.коэффициент Пуассона материала полу
плоскости (включения), :»(г, 9). xzt(r,6) напряжения. «,(г, 6),
«о(г,О) смещения в полярной системе координат (г, 0) с полюсом в 
точке 0.

В силу линейности поставленную '.адачу яре пл авим как сумму 
двух задач: о давлении штампа на полуплоскость без включения (за
дача 1) и об равновесии полуплоскости с тонким упругим включением 
(задача 2) при условии:

гЭДг. % ± ) « ֊.ф, Со ± ) -.-.U)(r), <^(г, 0о ±) = ф. % ֊ )֊=О>(Г) 

11 (Г- °0 °и ) — H/’V). '’ "Т(Г* °0 )= ZMГ• ° ) “
И^У*

0) = ',?у(Л՜՛ 0) = 0, — ÖC < Л' < -г OQ

Решение задачи 1 при ö=% имеет вид |2. 3| 
«

{з<’}(г). 5<;)(г), -;!.)(/-), //(«>(/-), и(Д>(Г)} = 1. |{/<.(г,0’з - (М) (4)

—а

K0(r, f) R,(r, 1)7] 4- R,(r. t)V, + 2R,(r. />7,?,

^(r. О = R,(r. t)'f] + Ri(r, /)j; - 2R։(r, ()։,?, 

К։(г. I) = (R,(r. r) - R,(r, /»»,3, - R,(r. /)(«՛; - 3;) 

K,(r, n=(R,(r. t) + R.(r, +R.(r. t)7\ +Ri(r, 03’
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КДг, l) = (/?,(r. t)-Rs(r. <))«,₽. /?։(г. 03- ֊ ф֊ 

R,(r, t) =S(r3։-4r(l)r^(r. Z). /?2(г. Z) = 2(r?։ - Ar։)r։W,z) 

/?։(r./)=2(r?,-*<֊,) V?։A'(rJh /?ДЛ<)=|(1-’)/?,(/•■ О - >/?,(/֊. Z))/2;.

R,(г. /) = | - -Rt(r. 0 + (1 ֊- v)/?։(r, /)).' 2,i 

л.(г. о = I -r;+*((i - -y’?;+(2+’УМЖ$!? '> /i‘ 

R.(r,t) = \ ->Г5(гЗ,4-Лг0) (1-

K(r,O-|r։'։;H- r֊j-։. r։ = r։1 I — l, = ?։ = cosO

Кроме того, согласно работы [4]

,.W(.t,0) = ^—4^.v)4-f |.c-Z|<a (5)
4<i -Ip- J i —X

a

Используя результаты работы [5] для случая задачи 2. получаем 
а) на линии 0==л/2 

с
T,'<։>(x,0)=»u,;<։>(r,F/2)= i- [ V Q<(cz)MZ)d/ ֊«,֊ (6)

•• J i— l г*
Л

Q,(<-.<)= I (1 '-)ьК(г, t) +2?, /։(Г. /) - (1 y)'ij2(r, 0) f (4;֊r)

Q,(r.։)=[(!֊ (I + '^11,(1-, 0+ 2?,/4(r,Z)| / (4nr)

<?»(<•.')=-M/.('•■0 + Л(г. ։)]/C Q,(r, i) = 3t/s(r, t)l r 

/,(г,/) = г/3, T(r.t), i,(rJ) = ±(t՝-r՝)lT(r,l)

/,(г, t)=rt(2rt + (<•+'■’)։>) /Т՝(Г. I) 

l\(r, t) = I T։(r, t). T(r, t) = <։ + /-’-2г/։,

б) на линии Ч=Ь0

+) = ֊-/։(г)-гсг1Г2(г)֊<2/з(г)+аЛ(Н

Л

«;P'(r.G04-)^֊-/,(r)֊l ПзМ'-)- 2;^А(Н | (7)

,z։ = (l-7.)/(2.։(H-z)), <z2 = 2'։i (Hz), (2р(1+*))
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С с
<։,=(! -| «) '(4|։). <(г)=4֊ I —м. Л,= [/,(/)</(

Л 6
г

/?Лг) = --| V /г V/;. (4=1,4) 
й 7

йДг. О—регулярные ядра.
Подстановка соотношений (5). (61 в граничное условие (1). а 

выражений <■«). (7։ в условия взаимодействия (3) с учетом обозна
чений (2) приводит к системе пяти сингулярных интегральных урав
нений относительно искомых нормального давления под штампом 

=,(/) и функций скачков /,(/), (/= I. I)

1 ։

Тй(։)+7 I ֊-֊1 4- 4՜ 1М’) 1 $/(•. ?'(:)’ I «К 1
'1 -։ '

1 1

“ Л ’ ? /֊-։ Ъ —-— I — । ֊

Ял/(г</) Ф/(’1)^+'Л£ = о, (А' = 2Т4) (8)

?л(-)=-нгйС). |:|<1 

Здесь <7(т)=с.(//а),

?,01) - ; М). «“1.2). '-.(’1)1֊—֊1^ М). (/=3,4)
1 -г '•

(К=г—/, ^0; = г- -г/0 а0 = {с-Ь)/2, Ьа = (с-֊ Ь) /2

7» ;• 1 1՛ 5<’-4)=։։?"(•-’։)
I -Г >■ (З-ХоХ! +«»)

Ч = <=0, >։ = (1 -•/.) ■(2«+1—«),1|4=0, (*»1,3,4). )»=0, (*=2Л) 

»•.»(։)= !/(։ 1 ֊'/,), '„О֊ 2+ (1 1 (8(1+ •/•))

'»!'•) = ՝ Г.+ </2 ■/,), , = </»,'4. '31֊'2>=0

/« =(3 — / (/(1-1 х)), — ^о/ 4, = 0

г։1 = |8-,._ () + ,<,)(! _:<)֊,| (4(1 /)), г։։^г։։ = о

г։.| = |-2(1-•'■) +(1+*)Ч/(4(1+•/.)), г„=г„=0 

г„ = с[х_() /).| (| . ;.у, х-„ = (1 ֊«+2г);(2(| -| х))

Л. = (1 -«>(։ »■ '<>’■'■ (2(1 Д)1. ?„ = (!•/-24),' (4(1 х)). г1։=г„= О

*=, = -'4(1-1 х0).'(Я(1 - г)), /л,* = 0. (* = 2Л), *„=х^ 4

*,։ = 0, (*=1,2,1), А„ = (3 — х0)(44/8. *„ = (/.„֊ 1), (4(1 + /.)) 
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йм = ^ = 0, </0 = /?в/Л, = с/2 = (20/л, 43*=*1/а, $ац Ро

АЫ*н) = 1(3 44*мМ1'(1 X)«

№’.Н4Ш'ОЗ''Ш *41/(1 4 х)*

ад^) = (14-*д)''Ы<>)/(1 -М)\ (£= 1.2)

«»(’;•■)• (*«=2А *=1.2)

лю(-.. -■) = к,с.-) +■ -֊-° ••А'։(՜.. -■) ֊ У йшцТ7«>кв( ֊ 1.')
о о

ад- •) = /<<С. •) ֊ ^<։С. ֊.) - Л7-1,1) Н- П11п( I. 4/<и I. -)

ад- -■)=֊ Ц-1 ^с- —>” -жа 4 хил-м-
о о

- (3 — /лад - 1, -)]։п1п(1,,>) '8

Использование дополнительной неизвестной е, характеризующей 
жесткий поворот включения, вынуждает принять во внимание юпол- 
ннтельное условие, требующее равенства нулю главного момента М 
сил, действующих .»'.а включение со стороны матрицы

е
м= |г(о,1(г,б0֊|֊ )-аь(г,0о-))(1Г О (9)

Система уравнении (8) получена дли произвольных механических 
и геометрических параметров задачи. Гак. полагая 6=1. получаем 
систему уравнений, описывающую вдавливание штампа в однородную 
полуплоскость. Ус громив <5 >оо(0). найдем систему уравнений задачи 
о делении штампа на полуплоскость с трещиной (абсолютно жестким 
включением).

Для случая штампа с прямолинейным горизонтальным основанием 
<р’.(|)=0 построим решение системы сингулярных интегральных урав
нений (8), (9) м< годим механических квадратур [6]. Пусть

^)='М?)(1֊П’(1 НГ. ’ ?=֊!• °<1Л1. 1?1<1

(' = 14)՛ Т<֊֊^

?д(0. (1 — 1. 4) ограниченные функции. С помощью квадра
турных формул Гаусса-Якоби и Гаусса-Чебышева [6] приходим к 
системе линейных алгебраических уравнений

1 V ДЬ’ Л. У V I V СЬ(;га> 4- >,/С/ ! =0
- } I 1 Л-1 ’ <

1 п 1 ’ ( я 2, ■-X ■֊ -'.V ; V ֊^- ; Ь,-,5(-.„, -ч»)Ч
“ Я 7^։ (

(10)
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RijCrn, Ъ) |ry-'tl/JSc r„)<?,[ : >(. = 0, (i 2,4)

' 7i?«(-J- (w = !.//.-!)

£ ֊0
Л- 1

Здесь
r2-> pi֊r ^

Sinna (■?*)
, (/г = !.//) , В,-

1 л,
1 2л,

(/г «= 2. //—I) 
(/г« 1,л)

/Ж’>(^)=0, ,u = cos^—р. (4=1. н)

Р\; , ’О») = 0. :« - cos ֊^"'՜^ ■ - ։."֊>>

Р՜’- ՛( • )—полиномы Якоби. К системе уравнений (10) следует приба
вить дискретизированный аналог условий равновесия штампа и вклю
чения, имеющий вид

i 'Ы‘к)Д*=֊1, о, (Z=L4) (II)
*-1 Л-1

Значения постоянных С/ (Z—I. 4) приведены в |7|.
Система уравнений (10), (11) решалась численно с помощью 

ЭВМ ЕС—1045 при след юших значениях параметров задачи; v0—v=Q,3, 
4>«=10, d։=1.

В табл. 1 приведена зависимость контактного тавлсния под 
штампом от коэффициента трения k и от относительной жесткости 
включения 6. Результаты получены при значениях 
Видно, чю параметры k и незначительно влияют на характер изме
нения <?(■). Увеличение k приводит к уменьшению </(') в центральных

7’d!5..’iK{U !

-к 7(-к)
1,0 — ОС — ОО — X — -- ОС ----

0,89 0.1989 0.1821 -0,2005 0.1934 -0,2093 - 0.2176
0.71 ֊0,1358 —и,КИЧ - 0,1432 -0.1322 О»148‘2 -0.1369
0.45 -0.1094 —0.1087 ֊0.1124 ֊0,1109 -0.1120 0,1104
0,16 -0.0975 - 0.0984 0.0957 -0.0971 ֊ 0,0941 ֊0.0964

- 0.16 0,0971) 0,0981 0.0952 -0,0960 -0,0933 —0,0950
0-15 0,1093 0.101'3 0.1097 ֊0.10'29 0,1092 -0.1019
0.71 -0.1392 0,1 ֊0.1465 0,1378 0.1476 ֊0.1404

֊0,89 0,2010 0.1931 -0.2210 - 0,2113 -0.2419 -0.2337
-1.0 — эе — ОО — сс — "Х> — х*

5^0.01 ?,-100 7^0.01 &=100 п.,0 t ию
k--0 А- 1.3 А=0.6
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точках области контакта и к его увеличению у кра ՝в штампа. Ана
логичная картина наблюдается при увеличении жесткости включения, 
то есть уменьшении параметра Я.

Кроме контактного давления в задаче определялись значения 
коэффициентов интенсивности напряжений на торцах включения по 
формулам, приведенным в |5|. На фиг. 2 показана зависимость этих 
коэффициентов от параметра ь, (10 ։<?,<10’). Видно, что для .мягких 
(о> 1) включений коэффициенты Л|2>( —1) и ^2>(—1) значительно мень
ше Ар’(—1) и 1). для жестких (о«|) включений, наоборот, оп
ределяющую роль играют Ар(—1) и А$?,'( —1). При отсутствия вклю

Фиг. 3

чения ('>—!) коэффициенты £[’>(—1). &Р( —1), (/—1,2) незначительно 
отличаются от нуля. Фиг. 2 построена при значениях </։=г/։=2, 90=г;3.

При решении также находилась величина угла жесткого пово
рота включения ?. В табл. 2 приведены значения гд/д Р в зависимос
ти от коэффициента трения А’ и угла 0о Табл. 2 построена при 
(12^(13=2, 5=0.01.

С помощью численного анализа показано, что если один из па
раметров </2 или (13 при втором фиксированном и равном 2 достигает 
значений 5 6, то есть штамп и включение расположены достаточно 
далеко друг от друга, то коэффициенты /ф.’ф 1). -1>, (/=1,2)
стану! пренебрежимо малыми.

Таблица 2

&-0 к 0.15 о.з к 0,45 А՛ 0.6

Ч о՜ 0.1797 0,2058 0.2327 0,2605 0.2893
%=15՜ 0.1578 О.1837 0.2106 0.2387 0.2679
•»а -30- 0.1Г.-7 0,1’48 0.17Ц 0.1986 0,2274
Ч--45 0,0818 0.1056 0.1305 0.1567 0,1840
V 60 0.0459 0,0755 0.0960 0,1221 0.1541
•|0֊-75՝ 0.0027 0.0269 0,0474 0.0736 0,1055



штампом в зависимости от н< 
Фиг. 3 построена при >0

Отметим случаи геометрической и силовой симметрии задачи, 
который получается ри 0в—О, <4=г)- Наличие включения при
водит лишь к двум скачкам: /^г) касательных напряжений -д(г) и 
/Дг)—производной от нормального смешения иг(г).

На фиг. 3 показано распределение контактного давления пол 
1рэметра о.
=^0,3, </о=1О, <4=1, а\=֊-2.

Фиг. 4 дает зависимость коэф
фициентов интенсивности напряжений

—I) и /Ф\'~ 1) от параметра &. Она 
построена при тех же геометрических 
и механических параметрах задачи, что 
и фиг. 3.

Численный анализ показал, что 
если </2>-5, то есть включение располо
жено .далеко“ от края полуплоскости, 
оно не влияет на распределение кон
тактных напряжений под штампом.

PRESSURE OF A PUNCH ON THE HALF-PLANE WITH A LINEAR
ELASTIC INCLUSION

D V. GRILITSKY, A. A. YEVTUSHENKO. V. I. PAOUK

ԴՐ11Շ1ր|* ՃՆօՈ1«1րր. ԳԾԱՅԻՆ ԱԳԱԱԴԱԿԱՆ ՆԱՐԴՐԱԿՈՎ 
’||«Ս1ԱԱՐՌՈ1*ԹՅՈԻՆՐ.

Դ. '1.. ԴՐհէւ‘8’11՛, ։։.. 1Լ. 1ւՎՏ111«ր.1ւՆ1||1. Վ. I». Պ 11.111Պ

Ա է)' փ ո փ ււ ւ մ

Աշխատանքում (ածված Լ տոաձդականով յան աեսոէթ յան հարթ խն^/’/1 
կամայական ձևով դասավորված քարակ աււաձդակ ան ներդրակ պարունակող 
կիսահարթով յան վրա դրոշմի ճնշման մասին: 0 ի սահ արթ ու թ յ ան եդրր դրոշ
մից դուրո ազատ Լ արտաքին ճիգերից։ Դրոշմի տակ շփման ոէմերը բավա
րարում են Սալոնի օրենքին։ ներդրակը մոդելավորվում է [արէսմների ե 
ներդրակի միջին գծի վրա տեղափոխումների ածանցյալների թռիչքներով ։

Խնդիրը բերված Լ հինդ էւինգոէլյար ինտեգրալ հավասարումների համա֊ 
կարգի։ Թվային ւ/երլուծոէթյամր գտնված Լ դրումի տակ կոնտակտային ճրնշ֊ 
ման բախում ր, ներդրակի ճակատներում լարումների ինտենսիվության գոր
ծակիցների արժեքները, ինչպես նաև, ներդրակի կոշտ պւոու յաի մեծով յոլ֊ 
նր ի։նդրի մեխանիկական և երկրաչափական պարամետրերի տարրեր արժեք
ների դեպքում։

26



.11 И Т Е Р А Г У Р А

I. Сулим /'. Т. Сравнительный анализ моделей изгиба тонких упругих включений. 
Львов: 1985. 15 с. Рукопись леи в ВИНИ ТИ, №4487 85 Деп. 34.

2. Уфлянд Я. С. Интегральные преобразованич в задачах теории упругости. М.: 
Наука, 1967, 402 е.

3. Александров. В. Л!.. Мд'ИТйряк С. Л1 Контактные задачи для тел с тонкими пок
рыт няни и прослойками. М.: Наука. 1983. 468 с.

I Грилицъкий Д. В., Попович Г>. II Плоски контактнн задачи тсрмбпружкостл. 
(Навч посибник, Львнв: ЛДУ, 1973. 114 с. Па укр. яз.).

5. Евтушенко .4. .4. Упругое равновесие составной плоскости с произвольно распоЛо 
женным упругим включением.—Прнкл. матом, в механика. 1980. №5,
с. 875—8*1.

6. Белоцерковский С. .4., Лифанов И К Численные методы в сингулярных пите։ - 
ральных уравнениях и их применение в аэродинамике, теории упругости к элек 
тродннамнке. М.: Наука, 1985. 256 с.

7. Грилицкий Д. В., Сулим Г. Г. Периодически-, задачи для упругой плоскости с 
тонкостенным։։ включениями.—Прнкл. магсм. и механика. 1975, ЗР, №3. 

с. 520-529.

Львовский государственный 
университет

Поступила в редакция)
27.VH.1937

27


	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25

