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ПОДВИЖНОМ ОСНОВАНИИГУКАСЯН л. А.

Работа является продолжением [I] и посвящена динамике и 
оптимизации управляемых плоских движений нагруженного упругого 
звена манипулятора на подвижном основании. Исследование прово­
дится в рамках линейной геории упругости.

/. Механическая модель и уравнении движения. Рассматривается 
механическая модель упругого манипулятора, кинематическая схема 
которого приведена на фигуре. Для (՝писания уравнений движения 
манипулятора введем инерциальную ОХУ 7. и некне| циальную 

О'Х'У'7' системы координат. Управление вращательным движением 
стрелы (УР в подвижной системе координат О'Х У '7' осуществляет­
ся при помощи сосредоточенного момента сил ЛТ(/). приложенного 
относительно оси О'77. Для описания упругих смещений стрелы вво­
дится вращающаяся относительно О'Х' У 77 система координат О'хуг. 
Введем обозначения: I - длина стержня (стрелы): х(0-КХ</.) — коор­
дината точки нейтральной линии стрелы; ?—угол попорота стрелы 

относительно О'Х'; /?0(/)=(х0(/), у0(г) )г—радиус-вектор основания 

упругого стержня (символ Т означает транспонирование); /?(/. х) — 
радиус-вектор точки нейтральной линии стержня с координатой х в 

момент времени / относительно точки (У; ՝՛> вектор угловой скорости 
вращения стержня; то(/, х) упругие деформации стрелы; р(л:)—ли­
нейная плотность стрелы; Л./(.у) жесткость стрелы на изгиб (/-.—мо­
дуль Юнга материала, ./(х)—момент инерции поперечного сечения 
стержня в точке х); х(х) -площадь поперечного сечения стрелы. 
Функции р(х), ./(х). $(х) (0^х<£) предполагаются достаточно глад­
кими. Груз в охвате манипулятора считается материальной точкой 

массой ?п։. Ускорение силы тяжести в считается направленным вдоль 
оси ОУ.

В соответствии с линейной теорией упругости считаем, что уп­
ругие смещения стрелы малы (большая изгибная жесткость /Т/(х)) по 
сравнению с се длиной то/. О(е), е^1, а максимальный период 
собственных упругих колебаний стрелы 70 мал но сравнению с ха­
рактерным временем процесса управления Т (Г^Т-О^1)) [2]. На- 
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чальные распределения w(/0, л՛), W/(/o. х) при этом считаются малыми, 
a «-I, ?~s.

Используя принцип Гамильтона- Остроградского [3]. получим 
линейное иптегро-дифференцпальное уравнение движения стрелы ма­
нипулятора, в виде

L
|p(,v).\(x)A-|A-f t (у0 Ч- g)cos« — A-dsins W(t. x)|dx -r/j? 

о
(1.1)

- /։[7£'(/,/.) (у0 ,?)cos? — X0sfno| - .W; = 12=-1.тл

с начальными условиями ;{/0) — ՛/, ?(С>) =w°, ®(Z0. x) = r\(x), w(tv. x) = 

=А(л).
Из (1.1) следует, что управляющий момент .»1(0 имеет порядок

Уравнение колебании упругой стрелы манипулятора имеет вид:

^х)$(х)1г(1, х) + [£./(x)re'(r. а՜)] = -p(x)s(x)[xa — A'osin» - (yn I ^)cos'f I
(1.2) 

с граничными условиями
•&»(/, 0) L) =0

l£J(x)K’"(/, w(/- Ж (yo+zOcos’f-A-^ln?] (1.3)
где штрих означает производную no х.

2. Задача кинематического ynpaeAvчип. Ниже 1ля определенности 
иследуется задача поворота однородной (р, ./, 5 = const) нагруженной 
упругой стрелы манипулятора при g=0. ха, у0 = const.

Задачу оптимального управления сформулируем следующим об­
разом.

Пусть в произвольный начальный момент врё.мепи f ~t0 состояние 
системы определяется величинами

?(^)=?°. ?(/о)^< 7с(/в.х)=Л(х).^(/0, х)=А(х) (2.1)
Требуется за заданное время Т привести груз из начального состоя­

ния (2.1) в заданное конечное состояние с гашением упругих колеба­
ний в конце процесса управления.

f(T)=?* ?(7-)=и>*=0, w(7’, a-)=w.(7',a') — 0 (2.2)

и минимизировать функционал Фр/|, характеризующий качество уп­
равления.

Управление системой (1.1) —(1.3), (2.1). (2.2) осуществляется из­
менением углового ускорения вращения упругого звена манипуля­
тора. В качестве критерия оптимальности возьмем квадратичный фун­
кционал.
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Ф(ц| = |[и(/)]М/-нп1п. «(:{/,(«(/)=<?(/)) (2.3)1 иV 

физический смысл которого составляют энергетические затраты при­
вода. В уравнениях (II), (1.2) и в условиях (1.3) перейдем к новым 
безразмерным переменным

х։=х/ , х) = те((, х) / /., л-01=х0/г. у01=уа//.
(2.4) 

/,=//(^Ч/В У)1'’, Л1։=Л7А/ Ш
Уравнения (1.1), (1.2) я условия (1.3) для переменных (2.4) с после­
дующим опусканием индексов «I» принимают вид

1
I Л*[ хъ-± у0со$5 х0$1п? -} &(/. Л')]г/л* ֊1 4- у0СО5? — (2-5)

о
—х081пф-֊|-те(Л 1)]֊Л1

<£>(/, Л-)4-а'։У(/, Л)=-(*? + УфСО5?— Х^Ш.з?) (2-6)

к(/. 0)=-ц/(С 0)-®"(/. 1)=0
к։"'(С 1 )=Т| ?+՛«’( Л 1)+УоС9$?—х0$1пу], 7«т։/т (2.7)

Собственные функции задачи (2.6), (2.7) с точностью до постоян­
ных сч определяются следующем образом:

А'л( л )=с„[ с Ы.«х—со$>.«х  -}-՛?«( ։ I пХ«х—зЬМ) ] (2.8)
где >«в(сЬ>-л + со$Х/т)/($1Р Н ։1пХ„). «=1» 2. 3,...
сп- определяются из условий ортогональности собственных функций. 
Собственные значения > ,։ задачи (2.6), (2.7) определяются из урав­
нений

14-сй'.лсо$/-«+тМ$Ьлвсо$ля-- с И/п5Л1/.„)=(), л»1, 2, 3... (2.9)
Решение уравнения (2.6) при (2.7) ищем в виде

те(/,х) = У С„(С)Хп(х} (2.10)
«-1

Из (2.6). (2.7), (2.10) следует, что Ся(/) удовлетворяет следую­
щему дифференциальному уравнению;

ёл(О4 '*С,(О«/4?(О. ?(О. ЗД)1, л -1

где

֊1- |-М1п?

। хх„(х^х + тх,(1) 
о

1,1
УоСОБ? ] | ^Л(л)</Х֊их.( 1) ՛ /9;

о

(2-11)
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Так как соотношения (2.1) (2.3) и уравнения (2.5) (2.7), (2.II) 
автономны (стационарны), to в задаче оптимального управления за­
висимость управления от времени бу де ։ входить в виде разностей 
I — tQ, T—f9. Поэтому ее можно рассматривать при Го = О, а затем 
произвести замену /—/ — ta, Т~-Т |4].

3. Приближеннее решение задачи on г шпального управления. После 
j)'.::reiin;։ уравнения (2.6) при (2.7). задачу оптимального управления
(2.1) (2.3) можно записать в виде

Crt(/)4-ÂjCrt(/)=" anu(t) ’ 6n(xQsiu? ֊ -ÿ0cos?), //> 1 (3.1)
r t

o(/)==«(0, u>(/)^v>n4- | n(-)</-., 7(0=?°- «W | -)(/-
о о

?(0)=/', -f(0W. ?(7՝)=?*. ?(7)=0. СЯ(Г)=СЛ(Г)«,<| 
r

Ф|м|« ||w(7)|W/--min, Л> 1 
V 11о 

где 
r T

?*an= | л-А’п(л)ь/хн-7^7А\( 1 ), 2֊/^= | X r.(x)dx-r^A'„( 1 ) 
0 Ô

Предполагаем, что ускорение основания мало и функции д;Р у0 
мэжно представить следующим Образом:

*ог ֊2^« Уо=^у где Ьл, by~\, s<l (3.2)
Подставив (3.2) в уравнение (3.1), получим

Сл(0 r>-’Cn(/)^-tfflw(/)4-ss^(^rSin«-֊^vCos?) (з.з)

Применением принципа максимума к счетной системе уравнений 
для Сп(П при 5=0, задача оптимального управления (2.1) —(2.3) при­
водится к решению следующей проблемы моментов [5].

։
6\(O=/cos>;/֊}-5sin>-/ —jT 1 siiv;(/—-)//(т)(7- 

r'n
0

(3.4)

t
v)(/)=..5' t |/4(-.)(Л, 9(/)=ç° wfl/+ | (/ (3.5)

ô ô
?(7-)=?*. ?‘(T)=«*=0, Cn(7)=C,.(7')=O (3.6)

Г
Фр/|= I [w(/)|ûrf/-4nin, n ■: l (3.7)

и
о

Решение задачи (3.4)—(3.7) ищем в виде [I] 
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и0(0=ЖО«, + 1 (^«slnA’/+fi„cos).։/) (3.8)
я—1

В нулевом приближении для оптимального поворота абсолютно жест­
кой модели звена манипулятора имеем

(3.9)

Удовлетворяя соотношениям (3.5), (3.6), получим для коэффи­
циентов В^ следующие выражения:

ЛЮ=-12(?* .•>°7/2)/7՜1, ДОМ(?*-д°-2w°7’z3)ZP (3.10)

Следовательно оптимальное управление //С.(О при ==0, обеспе­
чивающее поворот абсолютно жесткой модели звена манипулятора, 
определяется в виде

«{*'(/)—-6(2/Z7՜- l)(’f*֊?o)/7'= + 2(3//7*-2>oz7’ (3.11)

Определим первое приближение для и Вп. После подстанов­
ки /VUX №} в (3 8), учитывая соотношение Crt(T) = Crt(T)=0, получим

т
( cos |,’(r~T)1 S <ЗЛ2>

о

— р- 1>;(Т֊^)|^+Л_։։Оп։(>.’7-)+В^"(ЧТ)
••д WO dill kw«i

л=1,2,3,...

Решая счетную систему уравнений (3.12) при п = гп, получим 
искомые коэффициенты В^ (п>\) в виде

= -2^Z Tan — D'n, B^ = W։B/Tan~D<n (3дз)

где £>՛•' = — ff ~/2 —— ik^oj^/^ko si;'(Z?-)j7
п 7’J | 7’\ 7’ / T \ T / cos "

и
В следующем приближении Д₽, Вч определяются согласно (3.5) после 
подстановки (3.13) в (3.8).
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Аналогично строятся последующие приближения для А,, Л, и 
Лл» бп. Доказательство сходимости рядов (3.8). (3.12). (3.14) можно 
потупить стандартным образом на основе теоремы о неподвижной 
точке [6|.

Итак, оптимальное, в смысле критерия качества Ф[п] (3.7) уп­
равление с абсолютной погрешностью О(**) обеспечивает при­
ведение упругой стрелы манипулятора в заданное положение с га­
шением ушугих колебаний в конце процесса- Более точные вычис­
ления в рамках поставленной задачи неоправдан«, так как уравнения 
(2.5) — (2.6) являются приближенными: з них отброшены члены ()(-?).

«И(/)=А<|)/- £<’) Ь V /^соз/.’Г) (3.15)
«.-1

Оптимальный закон изменения угла поворота <?(/) при е«0 после 
приближение ՛ > определения управляющей функции //0(/1 можно за­
писать следующим образом:

։

»0(П=?’+Л+ |('
О

(3.16)

Рассмотрим теперь задачу оптимального управлении твнжением 
упру; .Г| стрелы манипулятора с учетом движения основания. Пос те 
сделанных предположений (3.2) задача приводится к решению сле­
дующей проблемы моментов [5]՛

С,..(/)= Acos**/-PflsinXjJ/—- \ «(tJsinXj
n ՝I)

t

- ;-Л ..
t

I (d.<sin«0-Z’vcos?0)sin> *(/ -)(h 
0

I

/ ).*' n (3.17)

«(/)=-<?(/), w( /) = ojO-! | <f(/)=?4 1
0 0

(3.18)

«(?)=?*, е(Т)«ш^=0, С,.(7)=СЛ(Л 
т

Фр/)« j |«(‘t)|sJ: - min. 
.՛ “ 0

где rj/) определяется из (3.16).

=0 (3.19)

(3.20)

Решение задачи оптимального управления 
аналогично (3.8)

(3.17) (3.20) нше.м

эо
w,(/)=A,/-{-В ■' v (Art.sln/Jz • jSh.cosa’/) 

.•1 1
(3.21)

8

-



где коэффициенты А„ В„ Ап„ В,.< также можно определить методом 
последовательного приближения. В нулевом приближении для пово­
рота абсолютно жесткой модели звена манипулятора (.4П1=^л,=0) 
коэффициенты .4<0>, управления совпадают с коэффициентами 
Л&, (3.10).

Первое приближение для коэффициента /1^., В„< определяется из 
(3.17), (3.19) после подстановки Д<0։, В[о> в (3.21):

Л (')= _ 2, ■ А / Та. - О; , «<՛> = 2>? В'Та. - 
где

(
+ *'»« (3.22)

о
Следующее приближение для коэффициентов .4., В. определяется из 
(3.18), (3.19) после подстановки .4<’Л в (3.21)

Лп)=л<й+12^ |л<;11 с;֊ 1 (1-со^г)]+во> |с;֊

-Х^^тЦ/Г1
4‘”-в?>+6 V ։ (А0> | ֊ (1 -со։/.?Г) - С> 

(3.23)

4-В£>|^։1п>?7՜ С‘ Ьт
л։ 12л* ՛ я

где Су—определяются так, как в (3.14).
Следовательно, управление и((), ^(0, Г], которое обеспечивает 

оптимальное по критерию качество Фр/] приведение упругой стрелы 
манипулятора на подвижном основании в заданное положение с га­
шением упругих колебаний в конце процесса, определяется прибли­
женно и имеет вид

/<(|)17)м<дп>/ + #։’4- у (Л(;>51пл^+5<’»С08>?0
Л֊1

(3.24)
Г£|0. Г], «<>(/)нл0. />Г

Согласно (3.18), (3.24) ?(/) определяется интегрированием по I.
։

««(/) = | (/-т)и<»(-)//-.
о

(3.25)

После того, как приближенное выражение ау(С х), 0=^/^Т, 
0<х^1 найдено в виде (2.10), требуемое значение управляющего 
момента сил .И(/) вычисляется из (2.5) квадратурой по д'.

1
;П(/)= - р«Н«՝’>(/, «/"(6 1)= -то"(<, 0) (3.26)

о
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Согласно (3.26) ряд для w"(t, 0) абсолютно и равномерно сходится 
для всех /£[0, Г| к некоторой абсолютно непрерывной функции -.W.

•/. Исследование задачи динамического управления. Вводя новую 
переменную z(t, л*)

t
z(t, x)=u-(r. J (/—-.)( y։cos?—.vosin?)dT (4.1)

n

уравнения (2.5), (2.(5) и условия (2.7) запишем в виде

д(С л-)=0, z(0. 0) = 0, z'(t, 0)=?, z"(t. ])=0

г"(/,0>= Л/(г), г"'(М) = тг((,1) (L2 )
f

те(/. x)=z{t, л*) - xz’(t, 0) - | (/—-)(y0cos?-A-esln?)c/- 
о

11з а (0, л)=/г1(л-|, w.(0, л՛) =/,(х). <f(0) = ?(0) = u»°

следует, что начальные условия для z(t, х) имеют вид

д(0, х)=/։(х) 4-х<р°, z(0, Л')=/։(Х)4֊Л-О»0 (4.3)

Коночные условия могут быть выписаны после построения функ­
ции с(/, л՛), как решения краевой задачи (4.2):

т
z(T, х) - z'(Tt ())л- | (Т — ^)(yocos?—xosiB?M՜ =0

о
7

z(T, х) —xz' (7՝, 0) — | (у0 cos i — A'osi п? )rf-==0 (4.4)
о

г(Г)=2'(Г, 0)=?% ?(7 )= ?(Г, 0) =0
Решение краевой задачи (4.2) ишем в виде бесконечной суммы.

г(^*)-=£ гЛ,(/)Хя(л-), 0< 1. (4.5)
п—0

где собственные функции А',г(л') и собственны?* значения >п опреде­
ли ются соог ношениями

А’„(х)=ж 4- s—;'Л՛ . tgXfl—th՜/.« = 2-։3.„tg/./tth> п (4.6)
sh/.„ sin/-,,

{М. /в“0. Xj./.j........хл,...

Коэф»рицненты Фурье ^(/) разложения (4.5) находятся из уравнений

0,(0+>-M)=zV;(0).W(/) /7.;, л=0, 1.2,... (4.7)

с начальными условиями
10



I

М°)= 1! хг'(О, 0) Ц1 +-/(* ֊ । )| Х,М<!х
Л О

«8)I
М<»=^ |՝1Л(л-)֊-«'(0,0)П1+тД*-1)Ил(-^* 

а О
Решение счетной системы (4.7) при (-1.8) строится аналогично 

(2.11).
В случае управляющего момента А1 (7) задача оптимального уп­

равления (2.1). (2.2) с функционалом
г

Ф|.И|=|[Л/(0]։</Г.т1п, Л!(О&{ЛП (4.9)
о

также приводится к решению проблемы моментов. При этом надо 
иметь в виду, что ряды г, ?. г, ? будут сходиться лишь для доста­

точно гладкой функции Л1(/), 0^/^7՝. После определения конечных, 
условий 0П(Г)==&;. бл(Г)=‘&;. л=0. 1. 2, ... ИЗ (4.4), проблемы мо 
ментов приходят к виду [5]

г г
|'(Т /)/И(/)с7/ = с; |Л!(/)^«?0 (4.10)

0 о
г
р1п».;,’(Г-0Л1(0с^=<. (соз^(Т-»М(։)<11^

и 0

«=1.2. 3,...
где

<Ч^о(0)֊ё0(0)Г|«’ / А'о(О). Ао(°)

< = IК " -0«(0)>;^1П>У ’ Ал(°)

с'л=| о*, ֊ мо), >։п/.;г- ^(0)со5>.;т|х‘ / л'.до)

/։ = !.£ %...
Решение гадами оптимального управления (4.9). (4.10) имеет вил [5|

Лф)=4(Г-п+^ 1- 5 ^^т^г-О+Ссо^г-О] (4.П)

где коэффициенты ^/$. (/п=1. 2. 3. ... ) определяются из
(4.10)

<7’ = 6Г֊*(2^ 7- ՛ - <). ^ = -2 / ֊’(Зс; Т - 2с0)

(4.12) 
И



(Стт ст^т) ! (/к^'н ~
Г

&т = «„/•;„ - / (Яг. — ОЯЛЯ1), Ет - | 1л'п^ДТ—/) \\и
о

Г Г
Р„, = ֊- риг».’(■/•-')</'. <?»= |'|«»^(Т-О|’Л. т=1,2,3,...

6 о
Оптимальное изменение угла поворота у(/) можно определить 

из г’(/,0) = ?(О.
Как указывалось в п. 2. оптимально управляющие функции и(1), 

М(1) из (3.8), (3.21), (4.11) построены для произвольного начального 
состояния А о>0* />(*) в произвольный начальный момент вре­
мени Го. В результате замены /—(/—/0), Т -(Г—/,,), управления //(/), 
Л1(/) могут быть определены как функции этих аргументов и линей­
ные операторы от А, ш°, /։(х), /։(х).

к=и(1-/0* ?0’ш° 1/։(х)1. 1Л(*)1)
Л1=М(/-/0, ?«>, <»% |Л(х)М/,(*)]) (4.13)

Заменив в (4.13) начальные величины текущими /0 <»°֊-•՛>,
/х(л‘) *то(/, л՛),/։(х)֊*^,(Л л'), получим оптимальное в смысле (2 3), 
(4.9) управление в форме .синтеза“.

Итак, методом последовательного приближения получены опти­
мальные управляющие функции к ын и мильное изменение угла пово­
рота упругой стрелы манипулятора. Решения задач представлены в 
виде синтеза.

ABOUT A PROBLEM OF OPTIMAL OPERATION MOVEMENT OF 
THE ELASTIC SECTION OF A MANIPULATOR ON THE MOBILE

BASE

A. A. GHUKASYAN
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ՇԱՐԺԱԿԱՆ «1.1'11. ԳՏՆՎՈՂ ՄԱՆԻԴ Ո1ՎՅԱՏ ՈՐԻ ԱՌԱՉԴԱԿԱՆ ՕՂԱԿԻ ՇԱՐԺՄԱՆ ՂԵԿԱՎԱՐՄԱՆ 01’ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆԱ. II.. Ղ111’հԱՍՅԱՆ0. մ փ ո փ ո է մ
Ասա ձգական ութ յան գծային տեսության սահմաններում, մեխանիկայի 

վսւրիացիռն սկգրուն րի օգնութ յամր, ստացված են յարմակտն հիմքի վրա 
գտնվող մանիս/ույյս/տորի առաձգական օղակի շարժման i> առաձգական տա­
տան ւււմն երի հավասարումն ե րր ։

Ուսումնասիրված են մ անիպւպյւսւոորի է աուսձգակւսն օղակի օպտիմալ 
օարմման h վերջնական պրոցեսում առաձգական տատանումների կասեցման

կինեմ ատիկակտն և ղինամիկական խնղիրներրւ Որպես օպսէիմ ալոլի! յան չա­
փանիշ է վերցված րտոակուսէսյին ֆունկցիոնալը։ Խնդիրները քերված են մո­
մենտների պրոբլեմի լուծմանր։ Հաջորդական մոտարկումների մեխողով 
ստացված են օպտիմալ ղեկավարող ֆունկցիաները h մ անիպսէԱատսրի ա- 
ոաձղական օղակի անկյունային ջարդման օւգտիմաչ Օրենքը։ Խնդիրների լու­
ծումները ներկայացված են սիհթեղի տեսքով։
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