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О РАСПРОСТРАНЕНИИ ЭДЕКТРОУПРУГОИ 
монохроматической волны в н. однородном 

ПЬЕЗОЭЛЕКТРИКЕ

АВЕТИСЯН л. С

В связи с широким примененном различных конструкционных эле
ментов. изготовленных и?, композитных материалов. в современном 
технике, псе более актуальной становнвш изучение вопросов распрос
транения волн !.՛. неодниро шых средах Нсодш рс-лн-кп. среды приво
дит к тому, что амплитуда я фаза волны становятся функциями ко
ординат. Тем самым, усложняется решение за ни о распространении 
волн в неоднородных срезах. Особое шпченпе имеют проблемы, касаю
щиеся взаимодействья механической и электромагнитной полей в 
неоднородных средах. Учет сопряженное и։ механических и электро
магнитных полей (пьезоэлектрический эффект, :<лекгрострикиня л 
г. д.) еще более усложняют проблем’.՜.

Проблеме распространения ноли в неоднородных упругих средах 
посвящены немало работ [3 1] и др. В них работах исследуется 
распространение волн при конкретных закона:՛, неоднородности среды.

В работе [1] исследовано распространение .элекгроупругг-х поверх
ностных воли типа Лива в случае неоднородного юнкого пьезоэлек
трического слоя.

В настоящей работе исследуется вопрос распространения элек- 
троупругой монохроматической полны з неоднородном пьезоэлекчри 
ке. Получена система пел инейных дифференциальных уравнений от
носительно амплитудных и фазовых функций электроупругой моно
хроматической волны. Исследуется раеппостраиенис сдвиговой элек
троупругой волны н неоднородном пьезоэлек!рвческом слое с линей
ной неоднородностью по толщине.

Рассмотрим распространение монохроматических электроупфугих 
волн в неоднородной пьезоэлектрической среде гексагональной сим
метрии (класс бтт). Пусть координатная ось ог параллельна оси 
симметрии пьезокристалла, а плоскость .хоу есть плоскость изотропии 
В этой плоскости плоское деформированное состояние не элсктроак- 
гищюс. Исходя из этого, здесь будем исгло.ювать распространение 
горизонтально поляризованных (5/У) •лсктроу.чругих монохромдтНт 
ческих волн

{/7, ф’=10;0; <г(х, у,/); Ф(-Ъ у, 0|
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Уравнения анткплоского элсктроупругого сосгоянйя записывают
ся в виде

div=,=p(A\ y)<v; (JivD=0; £=-grad‘i> (I.I)

Механические напряжения з,г, =v. и компоненты вектора элек
трической индукции /)-. для неоднородного пьезоэлектрика ука
занной симметрии будут

у)к։,.г 4 е(л\ у)'Ь.։, з.у=О(х, у):г»,у <(л\ у)Ф,,

£),«=<?(.?, у):с',.г-г(х, у) у)ы,._ цл. у)ф,у (1.2)

՛-' учетом которых jравнейп՛ (1.1) можно привести к следующему 
виду.

G'(.v, у)у-а(х. у. /) grad6(x, y)gradz£'(x, у. /) г

с(д-, у)у’Ф(х, у, /) grade (.V, y)gradd ( v. у. O=p(.v. y)^(.v, у. /) (1.3) 

t*(.r, y)v2®(*i У- /) bgraj^(x, y)grad<£-(.v, у. /1 —
£(л-, у)у2Ф(д\ у, I) -grad:(.v, у)ага<1Ф(л\ у, /)=0

Очевидно, что з* отличие or случая однородного пьезоэлектрика 
уравнения деформации и электростатики не разделяются. Но если 
прелш.-.т лгать, что днэлсктри 1еская проницаемость и пьезоэлектричес
кий модуль я неоднородном |;:.езокрис1ал.1е меняются идентичным об
разом. то есть е(х, у) = о0цл-. у), то получим

V>K'(X, У, Г)՛- ;С.(Л-. у, —L- №(Х, у, t)
f(X, у) С'(х, у)

И ,’оо,у.ОТк-^֊^Хх.у./)=о (1-4’

•<х- у) 
где

/(*. У)^G(x, у) |-(2^(х, у): С2(л՜, у)=/(х. у)ф(л-. у)

•;(Л-, уЛ)=Ф(х, у,/)- <?отс(л\ у, f); «о —постоянная.

Возьмем решение уравнений (1.4) в вгде монохроматической волны

1®(Х. у, t) I = г ,Мх, у) I rpjx. у> I _ м/ (,„5)
|^(х, у. /) I I Л.„(Х, у) I п?.,(т, у) I

Здесь Дх(.г. у) и Л/Дл", у)—амплитуды, а ?»(х, у) и ^дх, у) —укоро
ченные фазы монохроматических волн.

Найдем условия существования монохроматических волн (1.5) 
для уравнений электрОупругости (1.4). С. учетом (1.5) из (1.4) после 
несложных преобразова ни՜! находим системы уравнений, ^которым 
должны удовлетворять амплитуды /1и.(х. у); ДДл\ у) и фазы <?к.(л',у):

(gratlC..)'- (gradbr+v’t/. аГЗ‘1/(Л;->,) grade. —^—=0(1.6) 
f •՝•. У) С‘(х, У)



2gradt'--gr3d?ttr-I -p-grad?K==O
/(*. у)

(grail6^8-(grad?,)* + W ^^gracUA. 0
e(x, y)

... . , - grade(A*, y) . A (!.'^gradö..grad^i. • v";>՜’-------------“ urad-. -֊ Ü
з(л*. у)

где U(x, у) = 1 iiÄ (X. у)

Точные решения подученных систем нелинейных уравнений чаю 
решения

те(дг, у, t )=ехр| £Д (л*. у) мЧ-Дл, у)-Ло/1 (|.

Ф(л\ у. О=ехр| I -дл*, у) • iДл*. у)-/-«/1 • £?0к*(х, у, /)

Исли аналогично гармонической Колне ввести вектор A = gra<l 
то этот вектор будет функцией координат .v и у как по величине 
так и но направлению.

Таким образом, <адача о распространении монохроматически 
волн в неоднородной пьезоулек 1'рическоГ| среде приводи гея к решети 
систем нелинейных дифференциальных уравнений типа (1.6) относ! 
тельно амплитуд и фач волны.

-< Пусть неоднородный по толщине пье^электрический слой сл 
песен к системе декартовых координат таким образом, что занимай 
область { !у!<А՜: !д1<^эо}. Тогда все физические характер»
тики материал:։ будут функциями координаты у. Рассмотрим paci 
иростраиение монохроматической электроупругой Sri волны в пап 
равления оси их, когда поверхности у= А металлизированы и сво 
бедны от механических нагрузок

3?>(.v, 4 А, /)=о, Ф(д-, А, 0=0 (2.1

Требуя, чтобы волна ра пространялась по • сл ох, мы предояр։ 
деляем функции ?„•(*. у) и ?..(а-, у):

RTHd{?u>(A', у). ^(Х. у))=А • G (2'

Допущения, сделанные по отношению неоднородности .чьезоЗлекгрик 
и о напраиленин распространения полны, лают возможность утверз 
дате., что амплитуды волны будут изменяться только но голщине слф 
Следовательно, уравнения (1.6) и (1.7) упрощаются н принимают вй

(Г-ии / (У) dU№ /dUv. ֊ - /’’(' (9
dy֊ М dy \ dy

j 'm ՛ v ' V -

(PU. . e'(v) -----— |. -------- au, у -k-=o (2-
г/у2 s(y) dy \ dy
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где Иг(у)-ш’/1*’С’(у)1

Введя обознач'ние ^6/а./</у=/(у), уравнение типа (2.3) приво
дится к уравнению Риккати

Сиу)=/..';(у)-|/(у) /(у)|^(у)4-Аа[ 1֊И(у)1 

которое при произвольной неоднородности среди нс имеет аналити
ческого решения. Но если функция /'(у)//(у) непрерывна в интерва
ле -А<у<Л. то решение уравнения Риккати приводится в отличное 
от нуля решение линейного хифференцнального уравнения с пере
менными коэффициентами относительно амплитуды АДу)

| <£^+т^^_л>|1-1/’(у)|Аа.(у)=0 (2.5)
^у- /(у) <*У

Аналогичным образом, решение уравнения (2.4) приводится к 
решению линейного уравнения относитеиди, амплитуды электрическо
го потенциала АД у)
[ (^ + ±О)^МДу)_АМ(у)=0 26)

г(у) (/у

Очевидно, чк> полученные уравнения (2.5), (2.6) соответствующие 
рассматриваемому частному случаю, можно сразу получить из (1.4). 
П[чдст;:вляя искомые функции ю(,\'.у,() и !•(.՛:, у./) в виде

д(д\ у, /)=.4(у) ■ ехр{/(Ал* шО}

Пусть неоднородность по толщине пьезоэлектрического слоя яв
ляется линейной

ЯУ) <2-7>2 2/1

где ; и ; соответствуют значениям Физических характеристик 6(у), 
р(у), ‘-(у) на границах слоя у=1А, соответственно.

С учетом законов неоднородное:и слоя (2.7) уравнения (2.5) и
(2.6) преобразуются к вилл 

(I ֊^— . -I 1 ) । (р.4--«.Уг‘Ь=() (2.8)
</у’ с/у (\ 6’5 / \ / I

4Ч1+м-).Ь-0 (2.9)
а у- а у

здесь I и — а 1 _ _ ։ *
ЪО՜՜ • '■'0 - ~ •’ ~ »

А \ 7, А р’Ч-р- А з+ч-еО 4-(/՜

(70=(О 4-0 )/2. ./ 0—(у ; р“)/2. (/ =(7+; п0<։±, г.։.=<*|/А.

Решения уравнения (2.3) и (2.9) с помощью представления иско
мых функций Ла.(у) и А (у) в виде
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/'(У) =0 X р( — kJ У ) - Z(:). У л: •»

приводятся к решении) вырожденных гяпергерметрических уравнений 
относительно функции 2(;). Решения Ла.(у) и А(у) представляются 
вырожденными гипергеометрическими функциями /(и; 1; -') и

-АДу) = ехр( - Ьу)|С3/(a; 1; \) С2Л/(а;1;:)|
(2.1

A:(yh еч

где 1\а. Ь, х) р .И(я. ь- х) —гипергеам ?трические ряды

V М“ ֊ ±г1> . £
Г-։ k(b {- ։>...(/> ֊• fl - 1) 4l

□и у.7.։ж-1 / 1 о \.
■ 1пИ t X С;',,,֊, • ֊т2

(2.1
;-(1 '։)(у—ь) V=(i/'։Hy р2). Pj=֊(։%'o)

/.։«{2Л|1 -(to .?о)(^'.?2Г } 1
(|а0), /։==(2А) ։, 7=|1-(?о^о)(ГФ.-Со)։Г

<1 = 1{|-(1 !>„ g0)(^.'<՝o։’l I (Г'в «»Х^* <о)։1 1’}

Для определения фазовой скорости гч. получим дисперсионное урав 
пение в виде

det|Cr;(v«.)| ֊0 (2.12
। де

С71=(^= Нехр( А։//) • /■(«: 1; ;( Л)), Ci: (б><2*)схр( Ы)

у 1; :( Л)), Cji= ехр( -~ kfi) • Л / -1-; I: ■<( 1 //Л

Сд^ехрС t kh) • Ai

-А(«ч1; 2;--< Л)) ЬЛ(а:1: -( А)) ехр( ky.li)
(2.1.

.U(a-rl:2;;( I //))-гЬА’(а;1: ;( ±Л)) | ехр(^ЬЛ)

(^±.'(7±)

= 1:2: п
'2
3-4

2:

3 
о

It) ехр( А'А)

՛ //)) ехр( kh)

2
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При отсутствии пьсзоэлектрическог-» эффекта элементы матрицы 
С//=С/.>=Сл =С14—0, и дисперсионное уравнение в этом случае на
много упрощается.

Дисперсионное уравнение (2.12) имен сложный трансцендентный 
вид. (’.ушествование его решения означает, что в неоднородном ш>езо- 
электрическом слое, с линейной неоднородностью физических харак
теристик. возможно распространение сдвиговой электроупругой волны 
ио направлению ох.

Рассмотрим предельные случаи. Предположим, что длина волны 
l. = 2-;k очень мала по сравнению с толщиной неоднородного слоя 
2h. Используя асимптотики гипергеомегрических функций /-’(о. Ь, х) 
и М(а, Ь, х} при |л*; -оо

Л.)=|ГГ(*) !՝(<*)■ exp-v • | ЦО(,г) «J при л* >-| оо 
IPW !’(&—л)| • ( —I л"*) • [ Н0(И՜’)] при х—* — ос

М(а, Ь, л*) ( +0(|х| ’)] при |а*|—oô
получим

1Л = ) =(GI- - G֊՝(l ֊ 4)/(Г—'-) (2.14)

Здесь величины •/. и х.—коэффициенты электромеханической связи 
пьезоэлектрика на поверхностях у=- _h неоднородного пьезослоя, 
соответственно.

Г1ол\ценные значения тля фаз-вон скорости i',։. напоминают ха
рактеристическое уравнение для поверхностных воли Гуляева-Блюс- 
тенна. В случае неоднородного слоя поверхностные сдвиговые волны 
вблизи поверхностей y—±h распространяются г разными скоростями;

V+, соответственно.
Из (2.14) очевидно, что если неоднородный слой на поверхностях 

У=±л имеет характеристики таких ньезоэлек1риков, для которых

(О’ >0՜ и у <<• ) или (</'<(/ и < р ) (2.15)

то поверхностные волны по границам у— h не будут распростра
няться.

Г'.лн длина волны очень велика по сравнению с толщиной слоя 
1 = 2- k -2h. то заменяя в уравнении (2,։2) вырожденные гипергео
метрические функции на их асимптоты при •//֊*<)

Л а, Ь, ;)-*!,

/Vî(o, М)= - П'Па)] • 1п:-Н)(| = 1п;|) при Z>=I 
I | |.Т(н)](!/;-) -0(|1п :|) при 6=2

получим, что линейная неоднородность пьезоэлектрического матер и a in 
не вводи։ качественные поправки в общую картину длинных волн 
Она только количественно изменяет скорость распространения длин
ных волн. При соблюдении условия (2.15) длинные волны также нс 
мог ут распространят вся.

Нара пьезоэлектриков -пьезокерамика ЦТС I (г.,=2,56 • 1010Па, 
Г> =7,5- 1Ö* кг/м3, t’j1. = 12,5 Кл/м2, s/, =650 • 10 11 Ф/м) и окись 

39 



цинка (<1Ա = 4,25 • 10։ծ Па, p =5,68 . 10յ кг'м’, ժ15 =-0,59 Кл/м*, 
г.1==7,38. 1Q п ф м) имеют характеристики, удовлстнорглонии- усло-3 

виям Û <6 ՜ и р . Следовательно. в -пом случае распростране
ние поверхностных сдвиговых волн в неоднородном слое Невозможно.

ABOUT PROROGATION ОР FI.ECTROF.LASTlC AV INQCHROMA I IC 
WAVE IN NONIIOMOGF.XEOUS PIEZOELECTRIC

A. S. AVETIS!AN

ԱՆՑԱՄԱՍԻՍ- ՊԻԱ<Հ11 MF 1.1.1|1|Տ|41.11.11-11.<1ԴԱ։։ԱՆ
ՄՈՆՈՔՐՈՄԱՏԻն 11.1141' ՏԱՐԱԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա. II. ԱՎԱՏ1'113ԱՆ

II. մ փ Ո փ ո I if

Հեաագոտվոէմ Լ անհամ intil.it ՚գիեզոՀլեկտրիկում Լլեկարաաոաձգական 
մոնորրսմասէիկ աքիրի ա արածմ ան Հարյքրտ Ս տարված Լ ոչ գծային գիֆերեն֊ 
է/իէպ հավասարումների ’ամակարգ, որին րավարէէւրւււմ են "'i/'p/t ամպքի- 
աուգային և ֆագա յին ֆունկրիաներր։

Դիտարկվում / գծային ան 'ամասեո. ոյիեգոիլեկւորիկ շերտում սահրի 
աքիրի տարածման խնդիրը։
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