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О ВОЗМОЖНОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ МАГНИТОУПРУГОСТИ
ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК В ДВУМЕРНОЙ ПОСТАНОВКЕ

РАДОВИНСКИГ! Л.

Достигну гый в последние годы значительный прогресс а изучении 
мигнитоупругих колебаний гонких плас-ин и оболочек связан, в пер­
вую очередь, с использованием уравнении [I. 2], полученных С А. 
Хмбарцумяном, Г. Е. Багдасаряном, М. В. Белубекяном путем сов­
местного интегрирования трехмерных уравнений Максвелла и урав­
нений теории упругости в тонкой облас;:։. занятой материалом обо­
лочки. Однако, применение -лих уравнений :՛ расчетной Ирак, икс ес­
тественно ограничивается тем. что в общем случае при их решении 
требуется учет электрома։ питых параметров, получаемых решением 
трехмерной задачи электродинамики в окружающей оболочку среде. 
В монографии [ ] работах С. О. Саркисяна ([3] и других, ссылки 
на которые содержатся а хка-.апнон с а.- с) эго тагрудшнне снимается 
путем введения в нп мерные уравнения интегральных членов, п о в 
некоторых случаях позволяет эффективно решать конкретные задачи.

В представленной здесь работе, используя асимптотч-тескне свой 
А-аи11 { I, 2]. неказа1!о, .что в низкой а<5гбтй0'й р.ав?

нения с него՜, орг» Г: степень.1'.; точн-ещ моктю разбить на две подсис­
темы, решение первой из которых (система дифференциальных урав­
нений в частных ирои. видных) определяет собственные числа, формы 
колебаний и вихревые токи г. оболочке, а вторая состоит в решении 
задач.՛-. Дирихле для внешней облает и служит для нахождения а 
ион магнитного поля вихревых токов оболочки.

/. Будем исходить из еле 1ующпх уравнений:

/’//= - Г;(^га{|,5 Л/ДХ Й; ;։;Д4/-'•/?1о/=?/.гоГ3(// В} (1.!) 
А«! =0, Г ф;֊ ф-, /= ( — ^ = / ~ \ I

\ о/я /л \ дха /։

| Л. 3^(2Л>։) -3-֊. ,=/-1

Здесь а, (/=Е 2.3) три.ортогонатиная система координат, 
введенная а '..кружаищем оболочку пространстве г так, что средин­
ная поверхность обблечкн 5 совпадает с координат.юй поверхностью 



«з=0» //—соответствующие орты, В—значение на S вектора магнит­

ной индукции поля сторонних источников, н—перемещения оболоч­
ки, Ф — магнитный потенциал (в 1՜ магнитная индукция поля вихре­

вых токов д=кга(1Ф), л—частотный параметр, >՛>- круговая частота 
(множитель ехр(й՛)/) отброшен.) у, Е, Л, с —плотность, модуль Юнга, 
полутбллияа и проводимость оболочки, ^—магнитная постоянная, 
/-'—оператор уравнений линейной теории оболочек |4|, ( )' ( )«, .±о» 
A (AJ—оператор Лапласа в V'(на 5), .Л, /2—условные множители, 
введенные для удобства последующего изложения (пока их надо счи­
тать равными единице).

У равнения (1.1) получены в |5| путем линеаризации нелинейных 
уравнений электромеханики тонких упругих оболочек с точностью 
6'(г/-п) (?, = // /?—относительная пол у толщина, /? характерный размер 
5, д—показатель изменяемости искомого состояния }4|). Уравнения 
(1.1) также могут быть получены из 13] введением магнитного по­
тенциала и отбрасыванием слагаемых 'Ю.1 •”).

Для решения конкретных задач к уравнениям (1.1) надо добавить 
условие՜ ограниченности решения Ф на бесконечности и некоторые усло­
вия на краю оболочки Г. п которых будет сказано ниже.

2. Анализ свойств решети՛ уравнении (1,1) будем вести асн.мпто- 
тичешнм методом, основанным на испил՛ ювании малого параметра ц. 
Данный метод был разработан А. .1. Гольденвейзером для исследо­
вания колебаний топких упругих оболочек в вакууме [4]. а затем обоб­
щен автором на задачи гидроупругости оболочек [6] и магнитоупру- 
гисги пластин [7]. Не останавливаясь нл вопросах обоснования метод;-; 
исследования (их можно найти в перечисленных работах), введем 
замены коэффициентов, независимых переменных и искомых величин 
coi л асно равенствам

= *7о’ R ։'о
(2-1) 

Ф=т/Ф0, /=•// /7?֊у0

Числа а, г. р подберем так. чтобы для рассматриваемого сос­
тояния величины 70. /0 были < (■?}, а дифференцирование по с/ не 
приводило бы к асимптотическому увеличению искомых величин. 
Тогда параметры р и г совпадут по смыслу с показателями изменяе­
мости и частоты [7]. а величины Фо, /՝р, /0 будут иметь одинаковый 
асимптотический пор?юк. Подставив (2.1) в левую часть второго 
уравнения (1.1). получим

х в) (2.2)

где множители /i—V' 1 и /2 <' ' р о։.՛ ре деля ют асимптотичес­
кий порядок соотаетс;нующих слагаемых А՜ получен из А формаль­
ной заменой т/ на :Д Примем порядок величины в правой части (2.2) 
за единицу, и выберем число t так. чтобы асимптотически главное 
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Слагаемое в левой части (2.2) было Ор//'). Тогда отвечайший ему 
множитель ул в (1.1) можно положить равным единице, а множитель 
при второстепенном слагаемом с точностью О(х') (/_>0) равным 
нулю

В завис..мости от соотношения параметров (р, г, а) возможны 
два случая (х — р- г I <;):

случай 1: х>0, /—1—а 2р, /1=1, /։' 0. /=х
случай 2: /<0, (^.р-г, />(),/.-|, х- ■/. (2.3)

•?. Случаю I отвечают следующие п|нблвжсчшые уравнения

Л '■ // /’//=- 3(цгг«(;0Л /Л) В. 7^,/'—//гоЦ//>. Л) (3.1)

ЛФ-О. ֊(—) ■ ф. -Ф,-=-Л (Х2>

В лом случае задача Магни । ущ>\ гос ՛ : оболочки может быт:, 
решена интегрированием нз поверхности 5 уравнений (3.1), образую­
щих замкнутую систему относительно и и Л. При пом, в каждой 
точке края оболочки може! бык. выполнено по пять краевых условий. 
Четыре из этих условий косят механический характер. Это условия 
»«крепления краев оболочки [!]. Пятс условие электромагнитное. 
Выбор этого условия обсуждается ниже п и. 4. Для определения ин­
дуцированного магнитного поля в среде пало решить задачу (3.2), 
состоящую в интегрировании уравнения Лапласа в Г при за (.чиной 
величине Г перепада »начеши) функции Ф и при условии непрерыв­
ности нормальной производной от Ф на Л\ а также при условии огра­
ниченности на бесконечности.

Случаю 2 отвечают уравнения (1.1). в которых, согласно (2.3), 
надо положить /|=0» уа=1. Получаемые при этом уравнения отно­

сительно м, Ф, А, / надо решать совместно в трехмерной постановке. 
В случае, если х 0. надо положил, -,/2=“1 и никаких укрощений 
исходных уравнений (I П не происходит.

Отметим, что возможность применения того или иною из сфор­
мулированных приближенных методов нс зависит от уровня напряжен- 
Ш'Стп стационарно!о магнитного ноля. .. определяется только элек­
тромеханическими характеристиками :• размерами оболочки ՛ лги о՛ 
редел »лог величину параметра а), частотой 1՛ формой колебании (г.ч- 
ра метры г и р).

Замечание. Рассматриваемая •.'•да՛::։ (1.1) нехонсерпа:ввил. л ее 
собешенпые значения, вообще говоря, комплексны. Причем Ксп» оп­
ределяет колебательные свойства решения, а 1т ш -затухание. Б тех 
тадачах, где представляет интерес определение 1шо. надо иметь н nn.iv 
елгдуклш-е. В случае 1 в ।оливной (решаемой в первую очередь) иол- 
сис.сме (3.1) содержится в качестве множителя мнимая единица /, 
а, следовательно, '-же. в исходном приближении мои быть опреде­
лены значения 1п»։„. Поэтому, случаи 1 можно назвать случаем отно- 



СПтельно сильного демпфирования. В случае 2. положив /։=0, полу- 
чим головные уравнения с действител ны.ми коэффициентами. решав 
которые, как показал анализ, можно определить только Rew, в чо 
время как для определения Ini и» надо бу ют рассматривать последую­
щий приближения. Это связано с гем, что при х<() собственные 
значении задачи обладают свойством Im^^Rcu*. Поэтому случай 2 
можно назвать случаем относительно слабого демпфирования. Для 
того, чтобы 8 случае 2 можно было бы определит։ Ini** в исходном 
приближении, достаточно полл кип. • == 1. сохранив т?м самым малый 
член, обусловливающий длссипиги-.иы • с ՝ ,Пс д м мчи.

4. Выбор электромагнитного красио.о условия дли приизпольпых 
условий закрепления оболочки прелстлтлмст собой от юльнук», весьма 
сложную. задачу. Однако, для двух предельных случаев и условие 
можно ^формулирован довольно прось. Это случаи, в которых тела, 
нпхолнтнесн в контакте с краем обо.;։ ч к и. обладают характерными 
электромагнитными свойствами. К ним отн'чнмя п»/лектрнкп (в том 
числе н воздух). ։•:< пропускающие -»леч .рнчех дно тока, и идеал..нын 
проводник, в котором магнитное поле раьчо нулю

Учтем, что согласно [5] лннейнля платность / впхреныл гок»н 

и электрическое ПО.ю г в оболочке НЫрЗЖЛЮГС.; ТО формулам

/ iÇ’grad^X/j. с-֊(2//т)

Совместим крап оболочки ! с < ։ «нннен. Условия к.։ ранит՛ с 
диэлектриком и г идеальным неподвижным проводником бу луг соот- 
ветственно иметь вид

(/•т։к = О и (С'Т,)Г = О (1.1)
Первое условие гр нише с диэлектриком) аыражается в

форме рав • . р - у глоап • : ■ । -
нице с идеальным проводником нормальная ком по ։ента стационарно­
го магнитного поля В, О. зып длится, в частности. если («։)г«=0 п

Первое и< этих р; чечет я входит я число четырех усло­
вий механического закрепление, об л :.и а неш> тзижиой oncipe- Пэ

второго же следует, чт» (/.хс\) =(|. г> есть чт. на рзч отсутству­
ют касательные компоненты элелтр;:ч» скота -ч.!. что соотп^тствеет 
известным физическим пуедстаслсниям |К .

5. Рассмотрим в качестве примера задачу расчета оссенмметрвч- 
пы.х колебаний бесконечной цилиндрической оболочки радиуса /? о

осевом магнитном поле с индукцией /? —6‘;։. Уравнения примем в 
форме [I]

СчйтПЯ. ЧТ<* имеет мс ՜;՛- случай .. ллнше՝։ еоотпстстиуюнг» ю 
головную систему уравнений

hz </‘ dF'+hh"i:{}



d*F du3
7 — » и RB —- 

ibl d'j-i

Решение будем искать в виде (А волно­
вое число, «•, г*—амплитудные значения соответствующих величин) 
Получаемое из (5 I) частотное уравнение имеет вид

Q’-hÛ-IrsO (5.2)

UI,

. (1->’)А’/։ Аг։Л*\Ш- = ----------  ( 1 -֊ ----- |
V -А” '

। и՛ ՛ |;։с: 1гл и ;сгиеиных осесимметричных колебаний оболочки в
отсутствии магнитного поли.

В [I] подобная задача был.» дважды решена в трехмерной пос­
тановке: один ра> в рамках г н ноге.« магнитоунр)гос;и. другой на 
ОСНОвё 11Члмерных уравнений м.н И11г<>упрук>։гн. В обоих случаях 
были получены частотные уравнения. к-иорыс и пределах применимое 
н! тумерной кюрин оболочек [4] для состояний с большой изме­
няемостью (А'>1) могут быть приведены к пилу

O«-foA-H֊ ) ‘й 1=0. ?=-^-‘ (5.3)
X <• / Ро’Лв>։

Учтивая формулы il I). (2.Il для /. и у. несложно проверить, 
чп> loi ta в области определения случая I. го сеть при
/ ^՝f. ил-рым сл. мым обке (5.3) можн'֊ пренебречь

сраЬНСкНИ с еднннией Й и՛ '.чткое .он </.н,л.։.'НН։>е «п-гюгнпе уран- 
иеннг совпадет с (5.2). Определяемые им собегвенние значения

1 ЧТУ
|.<՛՛ бше гч' "?д. I. мплехсиы. При т<2 уравнение (5.2) имеет два 
кратных мнимых корня. При а>2 колебания становятся апериодичес­
кими (KeQ = O).

։чн. ।
2П



На фиг. I приведена зависимость ReQ (кривая I) и bnU (кри­
вая 2) от а, вычисленная по формуле (5 2). Здесь же пунктиром изоб­
ражены соответствующие кривые, ... . членные ..՛• формуле (5.5) при 
ծ - 20.

В заключение автор благодарит А .*։ Голиденвейзера ։.։ поста­
новку задачи, а также С Л Хмбарну м. на и участников семинара Ни 
стнтута механики АП Ары ССР за ценные замечания, сделанные при 
։>зппком.чпни с изложенными в статье результатами.

ON REDUCING OF THREE-DIMENSIONAL PROBLEM OF 
MAGNETUE.LASTICITY OF THIN SHELLS TO

TU O-DIMENSIONAL ONE

A. I.. RADOVlNSKY

1րԱԴ(|«Ս11.Ա1111.ՉԴ11ԿԱ.Ն111՚Ւ^ԱՆ 1մ։Ա!»ԱՓ Fi.'H’b Ш,РЛМГ1՝. |յ|Պ2Ս.ՓԻ

IL Լ, 11ԱԴ11Վ1՚Ն11’ւհ

Ա մ փ ո փ ո i մ

Դիտարկված ЛЬ ստացիոնար ■ ' ացնիսական ւրսյսւի աոկտյությամր ան«պ 
ւոարած ւււ^յանրււ մ րտրակ Լլեկսւ րա ■ արրւրւքի • իաւ/անիեերի և սւպերի տսւտա- 
նումների խնէ/րի ասիմպտոտիկական ՝4.։սւկւէվէ յոէններր

՜Օո1յց Լ տրված, որ սպեկտրի ցածր ՚ահա‘ւ ականության մասում խրն 
'քիրր կարսւյ Լ րերվեյ երկչավփ. որն Հետագայում յոէծվո^մ < մասնակի ածանց- 
fiu/ներով հավասարումների ինտեգրմ ան միջոցով:

P/ljnji տեսական գրույիներր լՈւսարանվոէմ են Օրինակներով։
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