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ПЛОСКИЕ КОЛЕБАНИЯ КОЛЬЦЕВОЙ ПЛАСТИНЫ ИЗ 
МАТЕРИАЛА С ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ УПРУГИХ

СВОЙСТВ
ВАПС 1' Б. КОСМО ДАМП АНСКИП А С.. СТОРОЖЕВ В. II

Анализ напряженно-деформированного состояния прямолинейно 
анизотропных пластин с криволинейными (в частном случае круговы
ми) граничными контурами является актуальной теоретической и 
прикладной задачей в механике конструкций из композиционных ма
териалов и теории расчета упругих элементов электроакустических уст
ройств. Далеко не исчерпывающие исследования в этой области отно
сятся к краевым задачам, формулируемым для замкнутых односвяз
ных областей [I—7] и задачам определения спектра собственных час
тот композитных пластин с вырезами [8, 9].

В настоящей работе рассматривается методика и результаты при
менения вариационного подхода в задаче о плоских гармонических 
колебаниях гонкой прямолинейно ортотропной пластины в форме кон
центрического кругового кольца, возбуждаемых равномерно распре
деленными по внутреннему или внешнему контуру нормальными пуль
сирующими усилиями.

Отнесем тонкую кольцевую ортотропную пластину, имеющую па
раллельную срединной поверхности плоскость симметрии упругих свой
ств, к безразмерным прямоугольным декартовым координатам (хь л-2) и 
полярным координатам (г, 6), гехр(дО) = л\ /х., начало которых сов
мещено с центром кольца. Безразмерный внутренний радиус пластины 
считаем равным единице, а на внешнем контуре г=%.

Вариационное уравнение рассматриваемой задачи для амплитуд
ных характеристик при анализе колебаний в рамках модели дина
мического обобщенного плоского напряженного состояния имеет вид
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Здесь //—безразмерный амплитудный вектор упругих смещений, ком
поненты которого в прямоугольных декартовых координатах обозна
чены («р и2), а в полярных координатах—(//„ //в); з։7—безразмерные 
компоненты тензора напряжений, характеристики интенсивности 
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усилий, приложенных к граничным контурам, а символом <Л.£> 
введено скалярное произведение указанных векторов. Символом Л, 
в соотношении (1.1) обозначен дифференциальный оператор уравне
ний стационарных колебаний тонкой ортотропной пластины

/(£114-£в5)^2“Нсн—<7ббХ-'_Г-^2 (с12՝\см)Н՜ \ (12)

(г22-г^)ач(^6-^К2-.! 2^ /
где !*=#*—(%, Н-?=Я.д2д„ д}=д':дх1, ^.—безразмерные
упругие постоянные пластины, отнесенные к величине модуля упру
гости с12, приведенный безразмерный частотный пара
метр, о—плотность материала пластины, и—круговая частота колеба
ний, 7?—величина внутреннего радиуса пластины, выступающая в ка
честве нормирующего параметра для всех характеристик, имеющих 
размерность сметений.

Вводя отражающие симметрию упругих свойств и нагрузки от
носительно координатных осей представления

«!= У У 5/плгясо$м9, и2= У у СЛ/г;з։пА9 
тп 1,3.5... л   Л—1,3,5.... !• оо

(1.3)

и используя выражения
П2=о2 | г~лдг-\-г -д{, £2=со$20 • 2.։4-2з1п20 • Л4

(1.4)
//*=$1п2& • Л։—2соз2& • £й, Ь\=д‘- -г~лдг—г~2д^

Ь2 — г-2д<)—г }дгд{1, дг-д/дг,

Иг—Н^О^ Д281пб, Нь= |<151п0֊т֊//2СО5&

сгг=1/2(((еп-|-ск) (с11-с։2)со$20)^к։ • ((с22 + г]2)- 
-Ь (с12 с2։)со$2С*)^2«2 I- 2с^1п20(^/1 -|- с\«2))

(1.5)

(1.6)
;-8И|2б((С15-Сп)<?։//1 ; (С22֊^2)^2) 4֊СввСО826(^2)

после ряда преобразований из вариационного уравнения (1.1) полу
чаем следующую систему линейных алгебраических уравнений отно
сительно постоянных Втп> См‘.

СК А) ОС-
У У Втп(1тп5( Ч~ У

/п=!,3.„. л—об к 1,3....
у ск1ь^=1\։I ■ —ел

У. у /Ллл^ло-4- у у 
гл—1,3,,.. л^—ос к—I, 3,... 2——ос

С кФ кН ( — Р'Ч

5, /= 1, 3, 5, . . ., О©; /, / =3—0©, ©о
Здесь

а/„лзг = (/?՞' '-1 )('Ж)-՛ №14-^) ДО (сп-^)(7?л)Ч1,!и֊2.0.У +
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Ч/*/= | 51п/бз1п/6з1п£0з1п/0//9, •((1тп)= 1/2(7/14-'/). ^тг,}—\.‘2{гп.—п) 
о

^‘П>=п2—т2, 7}««)=1 /2(п2—тг)-п-т(1 —п)

7<ГЛЛ)=1/2(/7։-|-777г)—и \-т{\—п)

Рг\ и Рг2—соответственно, амплитуды нагрузки, распределенной по 
внутреннему (г=1) и внешнему (г=/?) контуру кольца.

На фиг. 1—4 приведены результаты расчета при помощи опи
санной методики амплитудных значений возникающих в кольцевой 
пластине с /?=2 при колебаниях с частотой О2 = 0,5 напряжений аво и 
плотности средней за период энергии упругих деформаций, безразмер
ное значение которой определяется по формуле

(
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ДО—^и3‘ц । ^22722”'^ва■']■_> ՛ “^։*:п°22 11~>)
Материал, составляющий пластину, характеризуется параметра

ми с22=2,0; с12=1,0; см=0.5; а постоянная сп принимает значения 
с„=2,5 или сп—3,5, что соответствует различной степени анизотро
пии механических свойств (при сп=2,0 пластина является изотропной 
и соответствующая задача—осесимметричной). При редуцировании 
системы (1.7) вводились конечные пределы изменения индексов



n, l——Nt N-, В процессе расчетов контролировалась
точность удовлетворения поставленным краевым условиям в напря
жениях и устойчивость численного решения в целом по отношению 
к ошибке удовлетворения краевым условиям и изменениям пределов 
суммировании А'. Л/я. Обнаружено, что для получения устойчивых 
решений с ошибкой удовлетворения краевым условиям, не превыша
ющей 7% по отношению к Р необходимо удерживать в редуцируе
мой системе порядка 90 уравнений.

Как свидетельствуют приведенные на фиг. 1, 2 распределения 
|=w|/P։ соответственно, при действии на пластину внутреннего (Prt=P, 
/>Հ2 = 0) и внешнего (Ри=о, Р^ = Р) гармонического давления при 
учете анизотропии материала обнаруживаются не только качествен
ные, но и значительные количественные отличия в картине напря
женно-деформированного состояния по сравнению с напряженным 
состоянием изотропной пластины (пунктирные линии на фиг. 1, 2). 
Анализ распределения плотности энергии упругих деформации (фиг. 
3, 4) дает основания для оценок прочности рассматриваемого тела на 
основании энергетических критериев разрушения.

PLANE VIBRATIONS OF CIRCULAR PLATE MADE OF ELASTIC 
MATERIAL WITH RECTANGLE ANISOTROPIC PROPERTIES

G. B. VICE, A. S. KOSMODAM1ANSKY, V. I. STOROZHEV

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՈՒ՚՜է/ԼԱԴՒԾ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊԻԱՅՈՎ 
ՆՅՈՒԹԻՑ ՕՎԱհԱԶԵՎ ՍԱԼԻ ՀԱՐԹ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԸ

Դ. P. ՎԱՅՍ. Ա. IL 1|Ո111րՈԴԱ1ր1՚ԱՆՍ>|1՚. Վ. է՛. ՍՏՈՐՈԺԵՎ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Վարիացիոն մեթոդի օգնությամբ ս։ոարվււ/Հր Լ ուղղագիծ օրթէէւորուդ նյու
թիր կոն g !ւն արարված դ դ ակ ի էոեսբ ունեցող բարակ սալի հարթ դեէիորմ ար֊ 
վւոծ լարվածայրն վիճակի մասին խնդրի լուծ tit մր' հարմոնիկ տատանումների 
դեպքում, որոնք առաջանում են եզրում բաբախող նորմալ ճիգերի միջոցռվ։

Բերված են թվային արդյունքներ։
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