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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В ПЛАСТИНЕ С 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ШАЙБОЙ И ПРЯМОЛИНЕЙНЫМ ТОНКИМ

У ПР У Г И М В К Л ЮЧ Е И И ЕМ
ГРИЛИНКИП Д. В, ОПАНАСОВИЧ 3. к. тисовскип л. о.

Исследуем состояние упругого равновесия в пластине, содержа­
щей упругую эллиптическую шайбу 50 с полуосями а. Ь, ограничен­
ную контуром Ао. и прямолинейное тонкое упругое включение длины 
2/, ширины 2А (фиг. I). На линиях раздела материалов имею։ место 
условия идеального механического контакта. Пластина находится иод 
действием системы заданных силовых факторов.

Центр шайбы, точку О, свяжем с декартовой системой координат 
хОу, а в центре тонкого включения, точке О\, поместим начало локаль­
ной системы координат л^О^ь причем ось О։л’։ совпадает со средин­
ной линией включения и образует угол ц с осью л*.

Фиг. 1

Величины, характеризующие шайбу, будем обозначать индексом 
О, включение—индексом I, матрицу—без индексов.

Граничные условия на линиях раздела материалов можно пред­
ставить следующим образом: 
для шайбы
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|.У(<)4-«Г(01=|Л'(0+Щ01». /֊|«(0+М0|=4,1«(0+М')1„.
01 (л

(I) 
для тонкого включения

( ? у— 1֊ :Лу )[у։-±1,—( = у — / “Л у )։;у։ - ±и

— («4֊/г')1 =-^֊(//4֊й')։ 4-/; (2)
ОЛ, ||.| ^Г/ <7А'։ У1 3:4

Здесь Л'(7), Т(/) —нормальная и касательная составные вектора 
напряжений на контуре шайбы; и, V и з... -Лу—соответственно компо­
ненты вектора перемещений л тензора напряжений, ?—поворот вклю­
чения как жесткого целого.

Для решения задачи применим aiJii.4p.Ti теории функций комплекс­
ного пермеппого [1|. Комплексные потенциалы Колосова-Мусхелишви- 
ли Ф(г), 'Пг). в силу линейности, представим в виде

Ф(г)=Ф<(г)-гФ0(^) :-Ф։(г), М^)='’\(г)֊Ь^о(')4֊^(') (3)
где функции Ф»(г). '1\(г) определяют напряженно-деформированное 
состояние в однородной пластине при действии заданной системы 
внешних силовых факторов и считаются известными: потенциалы 
Ф^г), Н\(г) характеризуют состояние упругого равновесия в пласти­
не с тонким включением, а Ф..(с), 'Г0(г)-в пластине с шайбой 50.

Считая включение пластиной малой ширины [2]. будем иметь

(«уНуД “ (*у ~ Ч>)Г = '(*). И /

֊ (// -Н’ц); - ֊(// 4- /0֊= —ЛГ(х), |х}< I 
ОХ ОХ Н ։

(=г - *ЧУ)< + (’у - 'ЧЛ = Н՜ 1 1 1 ' 2 +

г2/ф-)4-2ЛГ(х) |. |л-| •(

-^-(«4-Л.՛)) | -֊ С'4֊/'Ч = — - ֊ |2'։/<(*) 1(^-1 )Л!(л֊)- 
дх ох ։ч(1-1*%>)

2/<(л)-2М(х)|. |х|</ (4)

Соотношения (4) представляют собой модель тонкого упругого 
включения. Здесь /\(х). Л1(х) подлежащие определению функции, а 
значками и « обозначены граничные шачения функций соот­
ветственно при //г*՜։ 0 и //,-* 0. Для простоты в (4) и далее индекс 
1 у переменной х опускаем.

Используя известные нрелставлспия напряжений и перемещений 
через функции комплексной։ переменного [I]. а также зависимости 
(4) и соотношения (3). из граничных хсливий (I), (2) получим кра­
евые задачи
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Ф?(М-Ф„- ('«)+Ф£(О-Ф№)+ /?о (4)֊/г;('.)1=0. /о €
^0

|Ф1(.х:)-Ц(х)] -|Ф։(х)-91(х)|- = 2МК/(х), |л-|^7

|хФДх)4-П1(л')Г-1хФ,(л9+2Хл)]-^2/Л^ М'(л), )х|</ (5)
14

«Ф (/0)-фД7։)-^-’/?(<„)- ^֊НбФ-(/„)-фД7(,)- 
«‘о го “‘о

^е/-о

1Ф։(х)1<Д(х)| ч [Ф։(л-)хр1(х)|֊ = -5-|(1-/.։)Л'(л')֊1
1 Л Х|

- 2М(х)4-2К(д) : 2/И(х)]-2Р(х)-г \х\<1

|/.ф։(л-)-й։(*)| : рФ1(л)֊О1(л)|֊ « ------12х։/<(х) +
И10 ~4)

4-(х։-1)/И(л-)-2К(7) -2М(Т)|-2Т(х)514-2/^- 7, (6)

Здесь

/?(г)=гФ(г) + Ч‘(г)

Й(г)=Ф(г) НФ'(г)+Н7), Ф(г)-Ф(1)

Р(л)=ФДА') Ф^?)^-г1а/?г(Л) 

Т(х)=х(1 |-л)Фр(/¥)֊Р(л-). А'=х^!2-0,

(р(2)“/*(■։) А/-)՛ л'.1. у0 -координаты центра тонкого включения в 

системе координат л'Оу.

Используя результаты работ [3, 4. 5. 2]. прсдстаннм комплексные 
потенциалы задачи в виде

г

^К’(0+ —Л1'(ОI

[ -хК'(/)+^-ЛГ(/) 7>-У։ К'(П ] .Н (/)

7՛-֊ (Г-г)8
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гле 7о. $(/) —неизвестная комплекснозначная функция. От­
метим при этом, что выбор комплексных потенциалов в виде (7) поз­
воляет тождественно удовлетворить соотношения (5).

Подставная выражения для функций ФДг), Ч’д?) (/-О, 1) в 
условия (6) и используя известные результаты для граничных значе­
ний интегралов типа Коши [4]. получим систему трех сингулярных 
интегродифферекцнальных уравнений для определения неизвестных 
функций скачка

«О®֊֊ [1А„еЗЮт41,е.«)адЫ-֊ •>
2га 1 /х(1+х)и

1

х 8)Л1'(Ч+/-։<(։- 6)^Ё)+115(Е. 0)К'(0+Д„(Ьок’Пййе ֊
-1

=/М°)’ О<5<2”

— ш-окм 2<И(Г.)4-2Л'(О-։ 2М(г,)1- [4^-
14֊ Х։ /г.(1֊г*).' с—

 Л 2 .'аГ(О^ 

/ 14 -(1 } Хф)։֊ч

2?г

с2гл.!
о

М<1
—4~■ |2,,К(О : ։)Ш)֊2^Й֊ЙЙШ1 - V /,2ГТ X
р։(1+-х) / "(14-*)

1 I 2.-֊
X (Ж1_ | +^_ р4։։(^

,.՛ с— Г. I -(1 -7.) «, у 5— 2гс,'
֊1 ֊։ о

X М(’-) 4 Аа}(т. у.)р(^|^=/>3(т;1), И| < 1 (8)

которая имеет единственное решение при выполнении условий равно­
весия тонкого включения и однозначности перемещений при обходе 
его контура

I I I
| К'(։)^։-0. рИ'(;)<й=0. Егп | :К’(;)Л=0 <9)

֊։ - ։ -1

В соотношениях (8). (9) вне тепы <?бозначеиня

/ /- 0)=с 1 •■> ((>) I 1,1
” " <./(0) 4т)-О1(5) |и(^)-«>(0)

____ *
Л (-. I с 1--=^=֊
“ ш'(6) ф(т) —е>(0) В'>(-)—«»(0)
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_р_ [. _ ^(&) Т֊ш(6) I е*
ид | и»'(9) г —Ш(9) ]т’-ц»(б)

Р [ и> (6) Т — ш(6) ] е~Ь
Р։ | о'(9) Т՝-^) |Г-Ц9)

^։5(5.6) = г
и/(6) г-а(9) I е11

о'(9) Т— и>(С՛) 17’—и>{9)

и> (9) Т- оцб) I е֊^ 
17(9) Г-о(9) |Т-ш(9)£։«(-• 6) = ь~^

Т|) -
Г1 <°Ю-Х | “Ч-)

ш(:) —X X

г,) - 1-е-՝՛"
ш(') — Т * «»(т) — X

-1-,-И֊-^1֊^
о(-с)—X I ш(х) — X

и»(9)=а(со59-^йяп9), г=Ыа, 7=/и<а4-ге, Х=/^*4-гв

^) = чх)-х

.......- й//6)
р,(в)=*Ф,(9)+<Ф.(։ж==

X. 4-1-1-£•(*+!) ,д=^х-ж։, с=1-£1 
Р Р Р

Ш(9)ф'.(в)+ «■,(«)

. ( 1 Х(Л')+ ( ! >Ф.(ЛЛ- ( ' ) г-»'-(ЛФ.(Л) + 
рМ/ \* / \-1 / \-1 /

-М\(Х))-2Ь-^*з.
Но

Дискретизуя систему сингулярных интегродифференцнальных урав­
нений (8) и условий (9) с использованием численного метода механи­
ческих квадратур [4], приходим к системе линейных алгебраических 
уравнений. Решив ее, можно определить напряженно-деформирован­
ное состояние в произвольной течке пластины.

Для случая растяжения пластины равномерно распределенными 
усилиями Н, (Ф.(։)®Г=-(^+ЛГ|), Т.(г)=Г'=֊ ֊(Л1-Лг|)г՜’", 

- \ 4 2
угол между направлением усжлия в осью был проведен 

численный анализ решения задачи. Для определения коэффициентов 
интенсивности напряжений К1 (/=1,4) в вершинах включения исполь­
зовались формулы
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Здесь у = I для левого конца, у =2 для правого конца (в локальной 
системе координат), .И—число узлов интерполяции, четное натураль­
ное число

Кроме того, з случае эллиптического отверстия, напряжения на 
его контуре определялись на основании соотношения

- 4Ке
2=

I г
2~1у «>(•:) — 

о
Вычисления проводились при следующих значениях безразмерных 

параметров- у01<7=0: А//=0.1; о//=1; х0=х1-х=з2; Л'։-0. а-0, ?=к/2. 
При этом, как тестовая, вначале рассматривалась задача о растяже­
нии пластины с круглой шайбой и тонким включением. Полученные ре­
зультаты численного расчета сравнивались с результатами работы [6]. 
где при решении этой же задачи использован иной подход. Установле­
но. что для коэффициентов интенсивности напряжений максимальная

Фиг. 2 Фиг. 3

На фиг 2. 3 представлены зависимсстн приведенных коэффициен­
тов интенсивности напряжений К} —К//(/7 М) в вершнмах включения 
от расстояния <7 при /и =( I—-г6/а)=0,5 и различных относи- 
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тельных жесткостях тонкого включения. На фиг. 2 относительная 
жесткость шайбы равна 0,2, а на фаг. 3 р1(,ф^5. Сплошными 
линиями показаны значения коэффициентов интенсивности напряжё­
нно в ближней к шайбе иеошине в:<л: •"֊ап л нггрнх< ՛ ми-в дальней. 
В верхней части рисунка ”ри ординатах б льше нуля приведены гра­
фики для К,, в нижней—для при л ом К '=0. Из рассмотре­
ния приведенных численных результатов видно, что шайбз незначи­
тельно влияет на концентрацию напряжений в окрестности вершил 
включения, так на расстоянии между ними равном 1,5 полудлинам 
прослойки взаимодействие прекращается.

Распределение напряжений з4' = =(,/?/, ио контуру отверстия при 
х0//—3 и различных значениях т показано на фиг. 4. Сплошные ли­
нии построены для пластины с отверстием к трещиной, штриховые— 
для пластины только с отверстием. Для упругого включения исследу­
емые зависимости лежа; между сплошной и штриховой линиями, при 
эюм следует отметить, что в заданном случае взаимного расположе­
ния прослойки и отверстия наличие включения, материал которого 
жестче материала матрицы, нс приводит к перераспределению концен­
трации напряжений на контуре после щего. го есть искомые зависи­
мости представляются на фиг. -1 штриховыми линиями.

STRESS DISTRIBUTION IX TH!. PLATE WITH AX ELLIPTICAL 
WASHER AND STR AIOI IT THIN ELASTIC INCH SION

D. V. GR1L1TSKI. V. K. OPANASOWITH, I .O. T15OWSKI
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1ДРП1‘1П,ЬСЬ PttMudMFP. ||1Պ/ԼԱԴ1»Ծ ԱԴԱՋԴԱԿԱՆ ԲԱՐԱԿ 
ՆԵՐԴՐԱԿ ԵՎ Ա1»ՊՏԱԿԱՆ ՏԱՓՕՂԱԿ ՊԱՐՈԻՆԱԿՈՂ 1ПЦП1’1Г

Դ. վ. ԳՐհԼհՑԿԻ. Վ. «I. ՕՊԱՆԱ11Լ. 0. ՏԻՍՈՎՍհԻ

II. մ փ и փ ո i մ՛

Դիտարկված Լ կամայական ձեով տեղադրված Էլիպտական տափօղակ ե 
ուղւլազիծ րարտկապատ ասաձդական ներդրակ պարոմւ ակող անվերջ սալում 
քարված ային դեֆորմ արված վիճակը որոշելու խնդիրը։ Կոմպլեըս փոփօխա- 
կանի ֆունկցիաների տեսութ յան մեթոդների օդնութ յամը խնդիրը բերվում ( 
երեր սինդսւլյար ինտեդրուդիֆերհնէյիալ Հավասարումների հետազոտմանը։ 
Ստացված ’տմակարդի թվային լուծումը կատարված Լ մ եխանիկական рш> 
ո ա կ ո լսացմ ան մեթոդով։

Խնդրի տարրեր պարամետրերի համար կատարված / բարակ ներդրակի 
դադաթն երւէէ մ [արումների ինտենսիվութ յան դиրծ ակիցն երի և է լի էդ տա կան 
անցբի եդրադծով լարումների բաշխման թվային մանրամասն հետազոտ,.
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