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КРУГЛЫЙ ПЛОСКИЙ ШТАМП СО СЦЕПЛЕНИЕМ ПА 
УПРУГОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВ! С ШАРОВОЙ ПОЛОСТЬЮ

ПРОЦЕНКО В С.

Задача о взаимодействии круглого штампа с упругим однородным 
полупространством в условиях полного сцепления изучалась в [1—3]. 
В [4] рассматривалась аналогичная задача для лннейно-дсформпруе- 
мого основания. Авторы работы [5] исследовали близкую задачу о 
контакте двух слоев из различных материалов с учетом сцепления. В 
настоящей работе предложен метод решения задачи для плоского круг
лого штампа, сцепленного с упругим полупространством с шаровой 
полостью. Штамп предполагается нагруженным силой Т, в плоскости 
его основания (в направлении оси ох) и моментом Л4 в плоскости осе
вого сечения штампа (фиг. I) Поверхность шаровой полости свободна 
от нагрузки.

Приведенные ниже формулы перехода в решениях уравнения Ламе 
от сферических координат к цилиндрическим и им обратные позволи
ли свести задачу к совокупности пяти бесконечных систем, допускаю
щих применение метода редукции.

3 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 4
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/. Введем сферические решения уравнения Ламе в виде [6]

л’(я+7±{)

6?я -=(^гя<Нг<?,)к±------- 27;/՜^)-՜!՜" ЙГЛ<1 и՞-н 1 >

Ц*п ~ г°1(е-иг'^1 ,)• R— ря ։иус шара, х=х4«—3, г-коэффициент 11уассо* 
^4 - 1_ 5 !_ г, 1 - к

на. «$гвг ։ * • Р^соэ&Ко։?» и*,“г ч՜ Р^(созб)з1н<р.

Кроме ТОП), нам понадобятся решении и цилиндрической системе

1'£։ « — — цгатк՛^. Г? । - - (гягай фх/ж)хг*. Г + — у го(^, и*)

11.21
Имеют место формулы разложения внешних решений для шара 

ио решениям. (1.2)

о

(1.3)

йу-«=!-----— I '« Й.Ир, г. >)г/
,л (л-2)!.!

о
Они получены непосредственным вычислением с использованием 

формулы 6.621 из [7]. Другая группа формул (обратные разложения) 
имеют вид

>-(*+2)'.
?)

/■«/?» 
(А+2)(2*+3)

(1.4)

V < _±2_*
£о(*4-2)!

0^(г, 0, ?)

Эти разложения получены путем применения формулы 30 стр. 178 
из [Я] к решениям (1.2).

2. Будем решать поставленную задачу в цилиндрической и сфери
ческой системах координат Краевые условия имею։ вид

’гХр. 0, ?)вттх(р, 0, ?)>■•«/(₽, 0. ?)=0 (р>й) (2.1)

// (о. О. <р)=//0со$?. «Хь 0. ?)-7РСО8?. М5» 0« ?) -«051п? (р < а) (2.2) 
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Гс—е,Еу-\-е-Г- е-.1\=0 (г։ /?, п =- еГх) (2.3)

Здесь л0—жесткое смещение штампа вдоль осп ох, 7=151, а— 
угол поворота штампа вокруг оси оу, R֊ -радиус шаровой полости. 
Параметра ц0 и ; определяются из условий равновесия штампа. По
лагаем, что перемещения исчезают на бесконечности. А„—усилия на 
поверхности шара.

Решение задачи ищем в виде

"= [ 2 Ая(>.) ?„ ,(<■• г. ?; ՛ )(!՛ ֊22 •■?) (2 4)
«/■««■1 л—։>н-1о

где (г,, 0г ?)—локальная сферическая система координат, связанная 
с центром шара (фиг. 1). В окрестности границы г=0 решение (2 4) 
представим в интегральной форме с помощью формул (1.3).
Имеем

•! т—1 О 
где обозначено

, ~ ~ (֊т^у _2^1 Л?
£х (л-1)! [' 2л+3

" ------- «4 л ,
(« - 1)!

*М>)~
у (֊>■/??
£1 (л-1)!

(3) 
л

Краевые условия пол штампом (2.2) приводят к равенствам (р<п)

рЛ1֊Л+е--''(Ф։--лйЧ-։-^)1.4(ХР)Л.=0

О
(2.5)

ге
Р |Л(>?)^=гр

о

Краевые условия для напряжении (2.1) приводят к равенствам

(«0(>.)Л(^)>.<й.=(20) -ьг(Р, 0) = И''>
*' I '.г
р

(?<«) 

(?>«)

ск

о
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|(^+^о(^^М20)-,1Мг-.о) н,г(?.о)]~։-о (2.6:

ЙА/։-«։)Л(^)>.Л.=(20)֊Чт(։(?.0)֊-«(ьО)| = *•
/ I о (?>«)

О—модуль сдвига. Функции /7/ (/=0, 1, 2) имеют вид 

//0=Д։-2(а-1 )А,-֊«֊>*[ ЧИ (2о-2-/й)Ч; | 

;/,= ֊ Л1+(2--1)Л։ + е->'||^1+(2=-։-'Л)*'։|

«#)= —֊֊Л+ ֊Ч’։е-“ 
«м ~

Переход к плоской задаче осуществляется с помощью операторов 
преобразования [5]. Вместо функции р(о), т±(б) вводим новые функ
ции

и
25(х)=-х

/։
(2.7)

<?(*)
2_ р(/Щ’-2х8) (1!
я 7 ‘VI՝—х*

которые продолжим на промежуток (—а, 0) по формулам

5(֊х) = ֊5(х), г(-х)=г(х), ?(-х)=$(х).

Уравнения плоской задачи имеют вид
ее л

| ДхС08> Х(Ь.- Х( /։4 /3), | Д։СО8^ = у (Л֊/,)

։ I э
о о

о»
I (А2-хДа)$։плх£Гл=/։(х)> (И<Л) 

о
где обозначено

ОО
/,(х) = р>.АФ։-Ч-|֊Ч-։)е->»со5ХхЛ—2«։ 

о

(2.8)

/։(х)=2с0- р֊^(«гх-_кЛФ։-Ф,)со8՝лхЛ 

о

Л(Х) - 2-(Х+ е-“(Ч\+(х-кА)Ч-։|5(п>х(/>.
о

(2.9)
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Функции Д,.(Х) представим с учетом (2.7) в виде
<1

(о-1)й(х)со5>֊х (1х—е-'л(хФ։ д/гЧг3)

<1
4. = ֊^ [й(х)со5'.х— 5(х)81п>х]г/х—е >Л[2Ч\ (х—2/.Л)՝1'3!

-а
а

Ал= — | |г(х)-|-7(х)]со$м.т/х 4֊Ч'з<?-АЛ

—о
л№2(з-1)(25-1֊/й)Ч-(23-1)(2з֊-2-/А)

Из второго уравнения (2.8) находим

'' + <7 = ֊ ֊֊(/2— Л) г | Ч'3е~™со&Х(Ь. 

о

(2.Ю)

(2.11)

а первое и третье уравнения системы (2.8) приводят к сингулярному 
уравнению для функции »■> = £ ; х(г — ц)

а
щ(х)Ч-/е р222֊<//=с(х) (1х|<а) (2.12)

2 х—Л
—а

0=±^-, ?(х)=-'(1-о)֊‘{27Л-хг(«0 е։)֊|-
2~(1—°) I

4-/(1— х) | Чг։£-1<* и>(Ь. — | е • лЛ|/(т 4֊ >.Л)г:лг ■] 

о о

— (х։ I- 2х’лЛ + >/.’)51 п> х |б/> |

Постоянная возникшая в результате интегрирования, нахо
дится из равенства

го=֊|г(0) + ^(О)| — 2 | чу-ХА^/.—/т0 (2.13)

о

В заключение этого пункта отмстим, что функции •±(р). />(р) на
ходятся а результате обращения равенств (2.7). Имеем

а о
. . <1 \'хг(х)^х , . Л С5(х)(1х

?•"(?)=----- -- А ’ Р(р) = — -֊—~
Д I Л- — '? с/о 3 V X2—?2
р р

(2.14)
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Формула для функции <(;,) получена в предположении се ин
тегрируемости на (0. а).

3 Вектор и в окрестности шаровой полости представим с по
мощью формул (1.4) в виде, удобном для удовлетворения краевых 
условий при гх—%

- X -- V —

гл=1 О Л—I
где обозначено

^։,=—— | ) Л-------- -------------- Ш'- (3.1)
" (А 3-2)1 л | (Л-г2)(2й-1 3)

о

| '•»<? М,(,.)Л, (/= 2. 3)
О

Условия на поверхности шара (2.3) приводят к равенствам 
а
Vи= 1.2.3; л^1). а<»=й^ (3.2)

Формулы для величии -ф?' выписывать нс будем из-за их гро- Ч1
моздкости. Отметим лишь, что они являются рациональными функ
циями переменной /г.

Если в (3.2) подставит։, величины определенные равенства
ми (3.1), тле учетом (2 10) найдем

«<;՛»= ( [Л(х)^‘(х)4 5(х)Л/^»(л) Ч<(х)Н™(х)\(1х

1 ;><;Ч (/«-1,2,3; /г 1) (3.3)

где обозначено /?=г - д, к—г—д

//(7)(л-)= кк
о

/7^֊ '(а-) -
г

——— | (Л՛^)—л2/И{?>)л*^ 'Л51п>л։б//.



"£>(*) = ——— 7\т> 14Г"ХАХ*со5Хх<Д 
(4-2)1 1 Л

. . ., Г^—двучленные линейные комбинации величин Вне 
интегральный член £<“> зависит от и имеет вид

•».- Л
#И) — V V 
'-и — п кг.

р — \п—1

Выражений для не приводим из-за их громоздкости. От
метим лишь, что имеют место оценки

*^^±3±2>!., |^> < с, 
(«—1)!(/г -2)! **

5* п ’(/: |-4-֊1)!
п\ (Л4-2)1

*■’ (/1-1;’(4֊2)։
R г= — 
2/1

Константы Ср (р=\. 2, 3) не зависят от п и к.
4. Система уравнений (2.11), (2.12) в (3.3) вместе с уравнением 

(2.13) является разрешающей системой исходной задачи. К. решению 
этой системы применим метод ортогональных многочленов [4]. Неиз
вестные функции /?(.<■) и о)(л‘) представим рядами

/?(х)=У Х.р„(—\
*-о \ « /

<м(а-)=7։(х) V Г,Р<֊’ ■>, (4.1)

•д=Т|1, —- 1п(3—4«). Т1(*)=(« -Л-) а(«тЛ-)“

и Р.,.(/)—полиномы Якоби и Лежандра, соответственно.
Стандартная процедура метода ортогональных многочленом при

водит к совокупности пяти бесконечных систем линейных уравнений 
для коэффициентов разложении (4.1) г (2.4), которую запишем в 
виде одного матричного уравнения

Г=Л У+В (4.2)

где У и В—матрицы столбцы неизвестных коэффициентов и свободных 
членов, .4—матрица системы.

Учитывая оценки для можно показать, । о при /?<7г опера
тор уравнения (4.2) действует вполне непрерывно и?. /* в Г., где 
гильбертово комплексное пространство числовых последовательностей. 
Элементы матрицы В также принадлежат этому пространству. Реше 
ине такой системы, принадлежащее С. можно найти методом редук
ции [9].

Отметим, что при А->оо имеем точное решение задачи для сплош
ного полупространства [1.2]. Как и в случае сплошного по гу простран
ства, напряжения под штампом имеют корневою особенное г ь. умно
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женную ня осциллирующие множители cos}dn(</— о), slnjxlnfa—л). При 
решении бесконечных систем следует учесть равенства Re II 
=1ա)Ն. »=0, которые вытекают из (4.1), свойств полиномов Якоби и 
четности функций 5(х) и Л(х). Аналогично может быть решена кон
тактная задача для упругого слоя с шаровой полостью или с упру
гим (жестким) шаровым ядром.

ROYND I LANE STAMP WITH ADHESION ON ELASTIC HALFSPACE 
WITH SPHERICAL CAVITY

V. S. PROTZENKO

ԳՆԴԱՅԻՆ ԽՈՌՈՉՈՎ ԱՌԱՉԴԱԿԱՆ ԿԻՈԱՏԱՐԱԾՈհԹՅԱՆ ՎՐԱ 
ԱՄՐԱԿՑՎԱԾ ՀԱՐԹ ԿԼՈՐ ԴՐՈԾՄԸ

•է. Ս. ՊՐՈՅհՆԿՈ

II. մ փ и փ и լ մ

ձարթ դրոշմի համար ոչ աոս/նրրասիմ եսւրիկ կոնտակտային խնղիրր 
բհրված Լ Հինդ գծային հանրա Հաշվական հավասարումների անվերշ Հա
մակարգի Համ ախմ րության, որոնէք համար կիրաոելի Լ ոեդոէկյյիա քի մե- 
իոգր: Այստեղ Լական ղեր են խաղում Լամեի հավասարումների վեկտո
րական լուծումների գլանային կոորդինատական Համակարգիր գնդայինի 
վերավերI ուծ ո tpյ ան ր tnն ա ?. ևերրt
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