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В последние годы существенно расширилась область iicc.iv '.она 
нкя. учитывающая взаимосвязь МФЗДШ1ЧССКНХ Н мскцшмаиттных по
лей Естественно. пользоваться линейно»* .юрисй ы- «»пне пня и »ан 
.модейстпня этих полей в реальных ре ..»\ можно нс но всех еду анх

Важное место в нелинейной мектррупр тмахл вопросы
распространения волн в твердых нелинейных средах. Основы нелиней
ной теории электроупругости изложены и рвб-дхх (I 31 Нелинейные 
эффекты в твердых телах более многообразны. поскольку а них могут 
существовать несколько типов волн. Качественно новые нелинейные 
эффекты можно наблюдать, если от изотропных н -доктриной иереи । и 
к случаю анизотропных кристаллов, обладающих пьезоэффекгом или 
электрострикцией.

Нелинейные поверхностные волны в упругих средах мало изучены 
Распространение нелинейных волн Р лея в изотропной среде жучено 
в [4. 5]. Для анизотропных сред знал гнчиое исследование проведено 
в [5, 6].

I. В настоящей работе ограничимся изучением влияния на поверх
ностные волны конечной амплитуды. распространяющиеся в поляризо
ванной керамике, электростриклноннс.՝» эффекта (квадратичная не
линейность). Керамика обладает белее высокой симметрией по ранне 
нию с симметрией отдельных крист алло»։ в силу неупорядоченного рас
пределения кристаллических осей в пространстве. В связи с этим, ке
рамика уже не имеет пьёзоэлектричсскоп» эффекта и все ипы коле
баний в ней связаны с электрострикшюпным эффектом.

Следуя [7]. ил выражения свободной энергии полу-ены материаль
ные соотношения для механических напряжений ; и электрической 
индукции в зависимости от деформации и напряженно«, г и элек
трического поля / ;

^)* »֊

I си//?5’'/«/-*? ^3). -и <'п(։,и -7а) енизл ।

0-П

:з» -г44^л (.Л։“"П2)^/-з։ —2<֊п//15 (Л։՜/п-з
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^=Еп^ + 0.5гп/^ 2{/п(£'1«п+/:>12+^>1э)-

/и! ^(г/22 Ьмз։)~(^2И1»4" ^зйзз)|}

£>։~ЧА НЬ5г„£?-}-2{Л1(^«и4-Л«2։4-^аМ2։) -

Н и1^(«„+««) -(£&гг £,«») 11 (1.2)

^3~ 311^:3 О»5ГП^5 ^՝21132~ г-з11зз) -г

: /и!^з(йп4-мй|)~'(^1//з1 *’^гмгз)|} 
р
де <.'1Ч—модули упругости второго порядка, /^—коэффициенты элек* 

тросгрикции. 5Н и гп—линейная и нелинейная диэлектрические про
ницаемости. Компоненты деформации в тензорной форме опреде
ляются обычным соотношением

Ц/л-
1 /ди . du к
2 \(?Х4 дх

(1.3)

При поляризации керамики по напряжению о.г3 напряженность 
электрического поля Ел будет суммой на Eq. связанной с остаточной 
поляризацией, и переменной части Ел. Тогда

Ef^։E^E } (1.4
что приводит к приобретению керамикой пьезоэлектрического эффекта^ 

с модулями

^15՜ Г/ц /п)^-0’ ^ai~2f։»^;o’ ^зз—2/ц^о (1.5)

Материальные соотношения (1.1). (1.2» преобразуются к 

°n=r։iwi։ CJ2(.Q22-4-WJ3) — fnZ"a — Ar։(/5j). 32»=C12(//] ։ ‘1 11зз)'ГсииП'~

— £,з։^л \2(Ei). "33 С։2(//п U22) i Cn/z33- ^/Tj— A'3(/:y) 

՝J2=2<4jtfj3 ецЕ2 — l\ ^Ej) (1.6)
3Jl~26'44W3t~^J5^> '^Г.(^/)’ '12 2Сц«и՜ A 6(/՜-;)

^1 = еп^зН֊2<?։5«зз ЛД /Л=*5цла+2^з«м + -Ч(«г/. ^/)

/)j=ehA3 ■ * ^3i(^n4’^js) ~e33lli3~r E/)» (1л)

где $։*։=еи I А'а-( ) соответствующие нелинейные слагаемые в 
соотношениях (1.1) и (1.2).

2. Рассмотрим распространение поверхностных электроунругих 
волн на границе полупространства {— оо<л։<Ъо. 0<х։<Ъо, — ос < 
<^х3<^сю} из поляризованной керамики. Ось поляризации совпадает 
с координатной осью ох^. При изучении влияния электрострикцион- 
ного эффекта на распространение поверхностных волн будем исхо
дить из линейных уравнений электроупругости 

02{(   d՝Ui di); _
dxt ' дЕ ’ dxt -ifk

dEj 
dx,

(2-1)0
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граничных условий на свободной от механических нагрузок, металли
зированной границы х-2^=0

а2/-0, /=1;2;3. Ф=0 (2.2)

здесь Ф—электрический потенциал, введение которого позволяет пос
леднее уравнение из (2.1) записать следующим образом:

= (2-3)
а*/

Напряжениями электродинамического происхождения

Л/=-1£.Э/4-£7^

в граничных условиях мы пренебрегаем.
В двумерной электроунругой задаче д<дхл = 0, имеем Л’3 = 0, 
0. При этом уравнения элечтроувругоетп (2.1) и граничные ус

ловия (2.2) с учетом материальных соотношений (1.6) и (1.7) прини
мают вил:

тО^п«а.г-г(Г}։-^(Ф)

Ь2(и, и)^с^г՝хх~(е^си)иХУ-. саг'уу֊.^г==А՝2(’1>) (2.4)

А1(‘«л Ф) = с4.|(т^л-л4-Т'’Л.у)— £։ь(Фгл ! Ф7>.) — г>к՝л~О (՛.’ 5)

А4(и>, Ф)=е15(ТОх,г+^.)-2։։(Флл-‘ Фу.1)=/?3(Ф> И, V)

си(а, \ ■М=4/П֊/11)Ф։ФУ. г։2Пл4֊гп^=Л։ФН/г.֊Ф-; (2.6)

с4/оуу 4- б\-,Ф/=0, Ф—I) (2.7)

Здесь и в дальнейшем для удобства, у искомых величин будем упот
реблять нижние индексы л* и V, обозначающие производные по х։ и 
д։ соответственно» а также вместо компонент перемещений иГ и2, и3 
будем пользоваться обозначениями и. т. к՛.

В уравнениях (2.4) в (2.5) введены обозначения

/։2Фрж4-(Гм-А։)(ФлФ,),

^(Ф)=(/1,֊/1։)(ФзФ>)л4-(/пФ;+Л։ф;ь. (2.8)

Е,(Ф)={2| /п(Ф.г//д + Фу(«у п.<)) ч /։։(ФлТц. ֊ <1>у(к5. + и. )) ] -

—0,5гпФ*ЬН2|М<М*4-Фх(«у+г‘ж))Ч (2 9)

-Г/к(Фу«Л Фу«у —Ф,(//. ■г'М)|~°ДГпФ?}у

Наличие в уравнениях (2.4) и (2.5) нелинейных величин /\:(Ф), 
Г3(и, г՛, Ф) обусловлено учетом эле ктрострнкцион кого эффекта и не
линейной диэлектрической проницаемости.

Полученные уравнения (2.4), (2.5) с граничными условиями (2.6).
(2.7) и условиями излучения в бесконечности Нт/.(л*. у. О бописы-

V —л 
вают распространение поверхностных электроупругих волн.



3. Если среда является слабо нелинейной, то амплитуды воли 
будут изменяться на малую величину ври прохождении волной рас
стояния порядка длины волны, то есть амплитуды волн будут мед
ленно изменяющимися функциями координат и времени. Так как 
волна распространяется по направлению оси ох. го амплитуды будут 
функциями величин £==ел- и т=е/ )дееь е малый физический пара
метр, которым может быть мера изменения (понижения) первично
го сигнала.

Упругие перемещении и, V. к.» и электрический потенциал Ф 
представим в виде рядов по малому параметру

Да\ У, /. ^-)=2 -=Г'М V. у, I. I, ••) (3.1)
О

Подставляя эти представления и уравнения (2.4), (2.5) и в граничные 
условия (2.6). (2.7). и приравняй коэффициенты при одинаковых сте
пенях е, находим: 
а) для е°:

/-4'Ли%)=0. ^=1:2 (3.2)
/-.(«>«. Фо)=О. /=1;2 (3.3)

Т ‘ о.1'=,Л ; ։'лТ.’р^р=1.1 (3.4)
^Щ'-'и.у-г^рФо :.֊=^։ ФА”0 (3.5)

Очсзи (Но, 'и<| со։՛. ношения (3.2) и (3.4) определяю։ волны Рэлея, а 
соотношения (3.3) и (3.5)—волны Гуляева-Блюет ей на при металлн- 
.ир ՛>"..։ щи границе юлу прострели՛ гва. Исходя и» пел я ней пости реша- 

։ ֊.юй И1дачн (амплитуды медленно меняющиеся функции от ; II т). 
решения первого приближения иредстагнм в виде

то0(л. у. /, -)֊ V К1я։(у) •) • ехр(/.7^)4-к. с.
гд = 1.

п.\х, V. Ц ^.с,(у)6о,...(Е։ т) ехр(ш?)—к. с.
•л >

\ ( I I • г. ■ (3.7)

где

АД,.(у) ехгС-ллайук д 1п(у)=(^։й :։){схр(֊

-ехр( -т^у)}, АгЛг„(у)=ехр( т ։у) -(֊ч֊-։)։'2ехо(-ш>։у)

’( ^дУ) ('1 ц>’ *ехр( от^у)}

• "՝Гоп( ՝ Х‘Ь г:՛։ '» ( г՜/՜ 
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z=kx-\»f, 17/г и 1'д скорости ла лн Рэлея и Гулясва-БлюстсЙнл, со
ответственно, W'u,i(:.') л Gj,n(i,-)— омп.։.*м-ные пмпли ды, соответ
ствующие генераииони .im г..лм. г. м.

Для следующих прьблн гений получаются системы рекуррентных 
дифференциальных неоднородных уравнений относи ельно искомых 
функций /т(х, у. г, ; -) В правые ча га енх уравнений входят фу и к 
цип /я։_|(л՜, у, определяемы՛ из пр шдугипх приближений

£։(«Я,^)вГ։(Фж-1) 2։п/г• .1 • 2™ ■ '3.S)

» ‘Лл ) й>п-_ • ) _2<\ । J'n. j .. ( л» ! < । . )^՛/՛ ։ I - '՛ • ։.

/-э( Д'гь Ф.-fJ ~ —2<’։;ТТ,.1 I • -2։\ . ՛ (3 ‘0

^•j(®mt Фд») • /"*(Фя» 1 ; ^Дг.-..| ; I г֊.- 1/ '--‘jr i"»|- I. I -- --Ij’i’i/J -V

с неоднородными граничными условиями на поверхности

' - Л;-1'՝ ՛ ' ' ■ 1 : '•■" ' ՝ 1 i:'7՛" ' ' И4՜'"'-»' |=

ж /•(3. io)

Cj.iW/p, y С։5ФгП.у~0. <’՝гл==О. (3-11)

Полученные соотношения дают в՛՛ можпоегч иссле.ювагь енера 
пню высших гармоник продольной и поперечной ллектро ■ пругоп ։.ол- 
ны, обусловленной эффектом элек|рострнклк:. Генерация iîwchhix гар
моник будет зависеть от сушесгвонання ։ первом приближении плос 
кого деформHpoHBHKo.'ï. нли лнтнплоско:о (элсктроуиругиги) лефор 
мироваиного состояния.

Если в первом приближении имеется только плоское поли дефор- 
.мацин (и0 4 0. т'о. 0, 0, < 0 ()>, то из (3.8) — (3.11) очевидно, что
генерация аитиплоского поля деформации невозможна. В этом случае 
будут генерироваться только высшие гармоники рэ1е-в_кой (не^.т-:-: 
троактивиой) волны.

Пусть в первом приближении имеется только горизонт льно по
ляризованная (SH) электроупругая полна: «0=:’0 ՛), w0 0, Фог О. 
Такая волна в юлулростракстве может сущестнозять только благо
даря предваригельной поляризации (благодаря вз лепному пьезо»р- 
фекту) керамики.

Тогда /՝л(ц0, <-՝0| Фг|) намного упрощается

/•;(!), 0, фо)=г.(ф;}-о.5гп{(Ф^)л ( 1^)у} (3 12)

Упрощаются также уравнения и граничные условия (3.8) —(3.И) для 
второго приближения

*’1) = /\(ФД *=1;2 (3.13)

£э(: Ф։) = -2сиш0 п—2с։.,Ф0 2?^. с (3.1 -1 )

4։(®»,;Ф։)- Л;(Ф0)—2ег^,л. 2:ПФО..

^|(«։.уЧ-т’։.л) = (Гп֊/։г) Ьо.гФо. ; c,swi ֊1 -<Vi > -^иф‘л." W’Lv

(3.15а)
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Ф։-0. (3.156)

Уравненья (3.13), (3.14) и граничные условия (3.15) относительно ис
комых функций н։; г։; £*х; Ф։ линейяые. неоднородные. Входящие в 
правые части нелинейные слагаемые /\(Фо). 5=1; 2; 3 из (2.8) и 
(3.12) с учетом (3.6) представляются в виде

бй(у) V 05 (у) и I
а- I Л-2

1 £ V 0« Ю V / и я , |ехр(//пт) (О) 

где

°«я(у) 1лгя3/։։^(у)к’гя<у)-

Щ(у) * - 2^.Л(У)А ,.,(у); 6^Ду)=/Л'2А։я/л(л , т)/пЫ>Ш. «(у) -Ь 

2'«/пЙ2п(у)А^ч *(>') (А։-/»«)|(я- '«)А'д(у)^я ’ (у)’-'^МуЧ<„ ,„(У)Г} 

йя/п<у)=‘->/г։'п^ -'0|^(у)^2«. ,(у)Ь 2/։։1к3.,(у)кЛл л(у)Г —

~"^г(/н-/п)|(«-г^)/?3я(у)^3я ,(у! «Ыу)^.ж(у)|

6Й.(у)= ֊^Г2/^/л(л (у)А\я лч(У)֊г2|.>;,(у)Я3л_Ду)Г} 
*•

//<я!,я(у)в-^{^7птл(т-л)^2в(у)?2ж Ду) >

-г «</п֊/։։)1^гл(у)^я Ду1 Г}

"Й’ЛуН “*։«(^֊^)/»||^(у)^.л а(у)ГЯ։а14.(у)*2в-л(У)1'- 

-^«^(/„-/„^(у^.Ду)

//?ДУ) = -֊11^я(/п-«)^2Я(У)^в «(УН£ДУ)Ягт-я(У)Г)

Соотношения (3.16) приводят к выводу, что в результате действия 
одной лишь квадратичной нелинейности, вызывающей последователь
ность двухфонных процессов, также вносится вклад н волну основной 
частоты и появляются волны с частотами 0,2о, Зю. 4<о и т д. Вклад п 
каждую гармонику характеризуется (гютветствуюшими коэффициен
тами при ехр(ыл’р) в уравнениях и в граничных условиях.

Исходя из сказанного, представим решения уравнений (3 13) и 
(3.14) в виде

/։(х, у./.$, т)«У/։ч(у,*=)ехр(/т?)^к. с. (3.17)
«нтО

Подставляя соотношения (3.17) в уравнения (3.13), (3.14) и в гранич
ные условия (3.15), ирираиияч коэффициенты при одинаковых гармо
никах ехр(/лг.'), получим системы парных, линейных, неоднородных обык
новенных дифференциальных уравнений с соответствующими гранич- 
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ними условиями относительно функции /։«(*/. т) Изменение плос
кого поля деформации описываются уравнениями (3.13) и граничным.։ 
условиями (3.15а). Для антнплоского электроупругого поля из (3.1*1) 
и (3.156) будем иметь (для каждого ^>֊֊1)

ll -т- —w:Ä2/-W|«=.4ü(i. i)exp( miky)- — V Дяя(;։ -)exp(֊(/ffl.y) 
«У* G»s» я-t

(3.18)

—-/7i-’Z’’ll ։„«xr/?n(ç. т)ехр( —iw*y) V Д-U?. т)ехр(-onrty)
4y* -t

с граничными условиями на поверхности у=0

—(3.19) 
t/у ։п dy

Здесь 4’։„-fb «'■„„֊ ։пФ։т; До(։, ’) - -2/Ъя| Гч;- ~:՛ IV

/ф. т)««- ... Дтя(=. т)—линейные комбинации произведе
ний комплексных амплитуд W’ô, • Wo- -, и IV Wzo.r. коэффициенты 
затухания о„я—свертки величин пь. tiik, + т«зА, (т—n)ik. (п •}• m)k 
и (ni—n)k.

Решая систему уравнении (3.18) и удовлетворяя граничным ус
ловиям (3.19). получим систему алгебраических уравнений, главным 
детерминантом которой будет дисперсионное уравнение линейных волн 
Гуляева-Блюстейна. Из условия су met .воьания нетривиальных реше
ний получим укороченные уравнения первого приближения для ком
плексных амплитуд №^(5,

+ V , .Ч^.Га.1Р«й-Л (3.20)
Va л -J

Здесь коэффициенты bKl, и d„n (d--^0 при п> т)—комплексные, 
зависят от физических характеристик материала и от предваритель
ной поляризации, V«.фазовая скорость гармоники.

Ö разложении (3.17) функции f։ (у. :. ') вещественны и описы
вают акустическое детектирование. Из соотношений (3.13) -(3.15) 
находим

Цо(у,5,т)=О; Vî0(y,:^)r0; U JO(y.^)r0; Ф։п(у. <. '0^0

Полученная бесконечная система нелинейных дифференциальных урав
нений (3.20) описывает характер взаимодействий гармоник при рас
пространении поверхностной электроупруюй волны. Представляя ком 
плексныс амплитуды в виде

^От(;. т)-рД:։ .) • ехр|/Ня({.-)|

и разделяя действительную и мнимую части, относительно модулей 
PflG» •) и Фаз *) амплитуд взаимодействующих гармоник, полу- 
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чпм новую бёспонечиую систему нелинейных дифференциальных 
уравнений. 3 случае квазя-минохромагическнх возбуждений все а.мп- 
лкт ды -) за исключением №^(5. -) должны удовлетворять 
нулевым начальным условиям при 0. Это значит, что

^(0, -)='>о(*): рг»(О, т)«=0 при /н>2 (3.21а)

Фазы изменения комплексных амплиту 1 в начальной точке < = 0 тоже 
равны нулю:

няг(£. ')—О при т 1 (3.216)

4. Рассматриваемые злектроупругнс поверхностные волны нс об
ладают дисперсией Исходя из этого, рассмотрим задачу о взаимэ- 
юнстаии 1. 'Моник в .V волновом приближении ( .V -конечное). Та

кие приближение применимо на нс слишком большом расстоянии от 
источника. При Л՛' -2 главная часть решения (3.6) и (3.7) запишется 
в пиле

/о,(х, у, Л т)— V £ т(у) \Г(1т(:, ?)ехр(/т?) '-к. С. (4.1)
«Г- ։

Укороченные у р.п.нения первого приближения относительно модулей 
-) и ф.к -) комплексных амплитуд №м(с. -) И иРи2(5, -) в 

этом случае принимают вид:

,4' : 2Н։ I ?։)*. 9։« - 4 «о?2л=А’^СО8(0а֊-2Н։-{-?։)

(4.2)

.) /?№я1г.(«,-2Н1+?1); .''>(йиФ«Л.О =

- /?г<(51г:(«։-2Н,фс2) 
где

<։<.-= V*.1’^, ЯгЧЫ; ^2=^21;. ?։=агг(^։). ?։=аг2(т/2։)

Система уравнений 1.4.21 описывает изменения амплитуд основной и 
второй гармоник. Наличие в аргументах тригонометрических функций 
величин ц; и <р2 означает, что фазы изменения этих гармоник сдвинуты 
относительно друг друга. Этого сдвига не будет в случае (р1 = ф2=.О, но 
это равносильно требованию Е.} — 0. что означает отсутствие сигналь
ных антпплоских электроупругих поверхностных волн Гуляева-Блгос
тей иа.

Если начальная поляризация такая, что <|>!=’ф2, то тогда заменой 
переменных

получим систему в следующем виде:

.<'։■■ -/?1?1Р2СО5(т2 2?։); Ы :-^а.-=₽з^СО$(7։-27։) (4.3)

'ч(‘;|.Е )— ( ■? —2 1 )'• РгС.'зл ■Н^оЪ-՜)“ ՝п( л 2'1։^

Построим решение полученной системы нелинейных уравнений, 
при сигнальных условиях.
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MO. ')=?„(■։). MO,t)=O, 7,(0. ։)=T։(0. ֊) -0 (4.4)

где ро(т)—гладкая функция и равна нулю при т<0. Используя метод 
характеристик [8], решения системы (1.:֊) соответствующие условиям 
(4.4). получим в виде

?i(5. :)sech| (/?։A\)l/2«p0(Vfl0—;)]

Ps(^-)4/?2’^)’4(-/^֊0ianh|(/</?2)’ гл(֊- а = )|

Ն(յ’ *)տՀշ(Հ. ')^0

Очевидно, что в этом случае изменении фаз а.мплнгу ՛ первой и вто
рой гармоник сдвиговой поверхностной волны -ротекают со сдвигом 
5յ(Հ *)—%(;, т)=ч>։/2. Величина характеризует меру пе
рекачки энергии при генерации второй гармоники и зависит от коэф
фициента электромеханической связи ^ = e\sf(z}։с։:). При изменении /. 
от 0,1 до 0.5; ձ монотонно убывает от 0.85 до 0,55.

Процесс генерации и взаимодействия tармоник электро} тругих по
верхностных волн качественно не отличается от аналогично! > процесс:՛, 
в случае объемных волн [1.5] Происходит перенос энергии вверх ио 
спектру и затухание нелинейной волны. Количественный анализ в 
случае взаимодействия всех гармоник необходимо проводить с но 
мощью вычислительной техники. Тогда он сведется к интегрированию 
уравнений (3.20).

NONLINEAR SURFACE ELECTROELASTIC WAVES IN A CERAMIC

A. S. AVETlSIAN, M. V. BELYBEKIAN

ԷԼԵԿՏՐԱԱՌԱՋԳԱԿԱՆՈԻԹՅԱՆ ԱԱԿԵՐԵՎՈԻԹԱՅԻՆ П2 ԳԾԱՅԻՆ ԱԼԻՔՆԵՐ!] 
ԵԵՐԱՄԻԿԱՅՈԻՄ

II.. II. ԱՎնՏԻԱՅԱՆ, Մ. Վ. ԲեԼՈԻՈԵԿՏԱՆ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Աշխատանքում հետազոտվում Լ կեկտրասւորիկցիայի ա րյղեցր՚ւթյոմւր 
րարիոէմ ի in ի տ անատ ի րհեէւաքված կերամ իկայոէմ տարածվող մ ւսկերևւււ֊ 
թային Լլեկտրաաոաձգակսւն ալիքի վրա։ Լուծման մեթոդը թույլ ե աալիս 
ստանալ ոք գծային դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգ փոխադդող 
հարմոնիկների կոմպլեքս ամպլիտու գների նկատմամբ։
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