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ИССЛЕДОВАНИЕ 11Е.’Н11!ЕПНЬ'\ УЗКИХ ПУЧКОВ В
электропроводящей жидкости с пузырьками газа

МАНУКЯН с м.

Уравнения двумерных коротких поли которые отпивают области 
резкого изменения параметров вблизи ноли! получены в работе [1| 
Учет вязкости и теплопроводно тн для произвольной трехмерной вол
ны в неоднородной жидкости сделан в [2] Для пром мюльной среды 
уравнения коротких волн получены в [ Д. там же конкретизированы 
коэффициенты для .магнитной газодинамики Другим путем уравне
ния коротких волн в магнитной 1азодина.мнке получены в [4] В [5, 
6] получены уравнения коротких волн дли пром«вольной среды при 
наличии малой диссипации и дано уточнение коэффициентов для мик- 
рополярной среды. В работах [7. Н] развита теория нелинейных мо
дуляционных волн, а в [9] из уравнении коротких волн для смеси 
жидкости н газа получены уравнения модуляции и даны их решении. 
В [10] выведены уравнения модуляции для электропроводящей жид
кости в магнитном поле с пузырьками газа и решена задача пучков.

В настоящей работе приводится численное решение задачи об уз
ких гауссовых пучках в .магнитной газодинамике с пузырьками газа. 
При этом взята простая модель, как и в [II. 12]. а учет взаимовлия
ния пузырьков и тепловых эффектов можно сделать, как в работе [13]. 
Метод решения задачи, все выкладки, а также количественные резуль
таты не меняются. Изменятся лишь значения коэффициентов в урав
нениях (1.1) —(1.4), что в принципе не влияет на расчеты.

На основании уравнений коротких в՛«ли выведены уравнения мо
дуляций. которые дают изменения амплитуд и фаз квазимонохрома- 
тичсской волны. Решения полученных уравнений, п отличие от [10]. 
имеют экспоненциальный множитель, лающий линейное затухание и 
содержащий в экспоненте не время, а осевую координату Тем самым, 
становится более понятным рассмотрение стационарных пучков.

§ I. Уравнения коротких воли для задачи магнитной 
газодинамики с пузырьками

Уравнении магнитной гидродинамики для газожидкостной смеси 
в отсутствии внешних сил имеют вид [10]
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здесь ? массовая плотность, P — давление, y— вектор скорости 

точки, v пространственный градиент, —динамическая ньютонов- 

скан вязкость. // - вектор напряженности магнитного поля. = 
в !/(։«,.)• р0 — об ьемная вязкость, и,—магнитная постоянная, з 
электропроводность среды. А —оператор .Лапласа.

Расема гривас1 юя гомогенная иднлскоростная смесь, для которой 
имеются соотношения [II]

* °
Р = М1 -const, /^-COllSl

где — плотность газа. \ плотность жидкости, ? - концентрация 
газа, А’ радиус пузырька,/;,,֊ давление в газе. Между давлением 
в пузырьке и в смеси имеется связь [ 111

з_ у ՛ ±ï֊£Z?
2 A. dt J r R dt

Принято, что жидкость несжимаема, pz=const и piz мало, поэтому 

Р^Р/1—?)•
Для получения упрошенного уравнения вблизи волны (уравнения 

коротких волн) применяется метод, описанный в [10]. который состоит 
в переходе к лучевым координатам .»» в удерживании членов основного 
порядка.

В результате получаются следующие уравнения коротких воли 
[5. 6. 10]:

д'* и 1 ди (/1пф   £ д
did՛՜ 7 ' '!t} ~ 7֊ dt ~ /7։ д-

дга^ д2 , à2'j\ и2 
№2 д7 ՛ 'dî\d7

г, au ։ ^Г-и , пд3и
]а т՜։՜^ T7-b^zr 

сух д՛* а՜3

(1-1
2 &
“ âx,d7i дудг 

где с1х=Нуд-.. --֊сопровождающая координата, Ну=сп : —нормаль
ная скорость волны линейной задачи. ар х2, ^—компоненты волново
го вектора в системе координат х, у, г, причем ось л՜ направлена по 
нормали к волне, а у и л—по касательной к иен. начальное магнитное 

38



поле Л/ направлено по оси х, Ф—амплитуда лучевого решения, и—1>л, 
Г=1/р. коэффициенты уравнения (1.1) получены в [10] и имеют вид

О-֊. Е=тг՛' Г)'= -'И!|Лс<’; I (Го+2Л- р-^//Л +
Пу П\ Ц.Ц, • Р \ ? /

+=^Ч-г-.«-֊^| 0.2,
[/ V I

£'=/И ;Лг’а՛ (с-> _ Н; ) (1.3)

'4 к Р /

” 2с|2с։-(^ 1 а’)] 11 41

с*-сл-(а-+а’) (-<։’— (/^о=0 (1.5)
* * р.-.

здесь и. — скорость звука в жидкости с пузырьками,

а{ = к 4-/7%). /7,=//.^-;/7Л. причем /7д01 /7 .о (^)0. р0. а.о 
Ро

значения функций в невозмущенной среде, с--с . При //л=/-/ж, /Л.о=
= 0, то есть на оси пучка с=а* (или л։), ')'<^0.

В случае подвижной системы координат, связанной с волной,

агл^0, «3=^0. Тогда скорость волны будет |5] /Л = .
1 ’,4 ’Н’.з

Учитывая малость г3 вблизи осн х։ при /7х0^0, из (1.5) мож
но получить

_ с3 дЧу
да; дл^ 2с’ — «40 — <4 дз2в73

В дальнейшем будем изучать пучки, как в плоской задаче, гак я в 
задаче с осевой симметрией Тогда, обозначая через у координату по 
нормали к оси х, можно получить

дг и\ к д I 
՛՛ 7 ду I

причем А«0. к = \, соответственно, для первой и второй задачи.

При распространении узких пучков в электропроводящей жид
кости с пузырьками ։аза имеются быстрые и медленные волны, ч, 
вообще говоря, их интенсивности следует находить из граничных дан
ных на источнике. Для волны, близкой к плоской, представляющей 
огибающую быстрых пли медленных магнито-газодинамических воли. 
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можно находить вышеуказанную интенсивность волн, решая задачу э 
поршне (без дисперсии, (иссннацпн и нелинейности) в поперечном 
магнитном ноли, как это сделано в [11] Несмотря на то. чго в настоя- 
щеп задаче берется гауссовское распределение по у, что меняет \л
рактер движения и вместо ударных воли будут пучки, однако пере
распределение энергии по волнам .может ныть взято из 
ПЛОСКОЙ волны

решений для

§. 2. '/равнения для медленно меняющихся амплитуд 
и фаз квззимонохроматическнх воли

Для простоты рассмотрим однородную среду 
для которых лучевое решение Ф —соп51 Ищем 
(1.11 в виде волн

и плоскую волну
решение У1 шипения

Й = /и | < ։с\| (./»֊ у/-,) Г։ехр(—/0 ^--.։)

। ( '.,.ехр(2/0 ‘2■ £ аехр(—| (2,1

где ֊ “|-Л 
затухания /'о, £/։. С’2
к о .м пленено соя р я ж е и н ы е функции.

3=..^— невозмущепная частота, >—коэффициент 
медленно меняющиеся амплитуды, £Л. С\

1 (о'ставляя значение и из <2.И ; ՛. .՛ внение (1.1), учитывая
что в дифрак՛ ионной задаче I '։1 
слагаемые при с1'1 и е-11՝. получим

можно пренебречь и приравнивая

: .6) - ' ы’ .) =
о- ()! 2

1 
//.

(Ь -3«»)ЧV-։схр( 2 . А,) ;ю (И -
։ 2 0'

-№«)= • 4/: —2 («а—^։)а (2.2

(;г(4:<чи֊4Лг>)֊| /Лгг)-2^ гы՛
<?/ 2 д՜

1 I пг
(й .Й֊)(2й-2«о’) _ ос;(2^֊2.75)3 Л/_.г(22а-27л=)1-|-

3/Д2/Д -Ь ЛЕд(-^(2Ь. -2>а?)
д- д~

(2.3

Приравнивая в (2.2) члены, содержащие Ц, получим линейно 
дисперсионное соотношение и коэффициент затухания

Ц1 = — £аа 
/Л

(2.4
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Рассмотрим стационарную задачу для амплитуд

/дСЛ /дС\\ ։ д1\ «h, ։ .
Поскольку ( ֊ ’ | =(—- i 4 —2 — • «ле исходная система 

\ dt /- \ д[ /Хк 0-։ <)1

кобрдииаг. w (—— =1), причем/—Л - — Подставляя (2.4).
\ д( /г \ <н /, о-хk 4 1

(2.5) в (2.2), (2.3) и проделав вышеприведенную замену переменных, 
получим

Ô6'։ / . . 1 ,. 2 \ 1 . ... . а2 -г 6W
д- \ /У, //, /2 н,

2l;,/>XF( 2««=:,) (2.6)

Z:«*-֊- DIS Y
"i )

/•U1 чг
2га—W ■- §/) 

/л //

11оложи.м

, ֊.■.՛ .՛' .. le (£8)

где </. Д--амплитуды, <?, Ф-фазы, соответственно, первой и второй 
гармоники.

Подставляя (2.8) в (2.G), (2.7). получим уравнения для действи
тельной н мпи.мон частей

— /? — -֊ ■; ') — — 1)Х2 — — — Л/ДСО^Ф
J д֊.х //, </т։ 2Н։

—2?)i-xp( -2-'«*т։) ՝—-ГаЛзг(Ф 2s)exp(—2-а2-.։) г-

д2а (дг \՜ , k ôa
-------- а —՛֊■ ) 4֊--------  

ду2 1 ду / у с) у+------- --
2?, дк

(2-9)

, VZ±_ = — Аг<451г.(Ф-2?)ехр(- 2^2֊։)
Нх /д^ Нх д-х 2НХ

I '—Г«Дсо5(Ф - 2?)ехр(- 2>?’-։) +

1 д\ I п да д? k dz
2’։^а2 I дуду ду2 у ду

(2.10)

,12 г .Л — ь* 
ff։

Г 2Г
а։й2ср|(Ф 2«) ? ֊ а։>а3§!п(Ф — 2?)

Z/j Z7։
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(2.Н)

4 ։ 1 9
А--/)т} = — а*Г<Г81п(Ф—2?) — Га3^со$(Ф— 

/7, Нх /•/ ։

о ч , о / , - Л’?.л №Л , 7>г . дФ2ф)х*—2 л- 1о — ।-----4 8------Д —\ 77. М, Н, дх.

1 9^^

2ух'֊)->՜: 0у (7у

, д*<1> к ..4------ ----- а —-
дуг у ду

(2,12)

§ 3 Решение задачи об узких пучках

Будем считать. что магнитное ноле направлено по оси л՜, являю֊ 
шсися осью симметрии пучка.

Решение уравнении (2:9) ֊(2.12) ищем в виде

а ֊֊ <Мч)гхр(-^ ). ?=Л'։)֊Н(’֊։) ;՛, (3-1)

Л=Др։)ехрЛ- Ф=:։(ч) К։(ч) (3.2) 

где уп начальная ширина пучка.
Подставляя (3.1), (3.2) в уравнении (2.9) (2.12) и приравнивая 

коэффициенты при /՛ и у-', получим систему из восьми уравнении

да  Ъ(1 - 3;) !• ?2-7

дх‘ (1-ЬЗ;)?+-։

^1= 1 ?1~-?>(143;)
(>: а (1 - .Г;)=-Ь-"

_ 1 8'?з~( 14-155)у4
д֊.՛ 4 16 > -(1 + 15;)*

_ 1 8у?4—2(1 1 13;)?> 
д-: ’ 4Д’ 1б72-Б(14-15:)1

1 = 1 Ру՛: (1-1-3;)?.-4 >?г
д-.՛ (1+3:)Ч;»

-=21^ -зо?п
(1|-3:)’+>

— =. /?Д>'оа 4у?.->( 14-15;^ 
4/1' 16>-| (1-| 15:)3

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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1_ 4>?в-(1 Г 15:)ч»:
& А' 16>+(1 + 15:)’

(3.10)

где

4֊ о- | 31>ГА'/^С, 4-

4- Ь- А^/:\С-31>а'Л'£։$

?а=12:АЧ -А'/й/, 1։«;^ ֊ 2Г։и ;-.Ч у 4.4- "М՛^֊

-Г։а'25- 2\\нГ2С 

/К՝ \ ГЬ=-Й.П+1՝М'/?1С^_з;л1)- А'едГ,+3»Л,)

«.=»./—у ~А ^,)-։ И'/:։х(з>Г,֊^

ъ.^Ъ.А'Н- '321- 1^'’$/^-г 2--л¥ 
2 \ 2 /

I /2)

?„= 2>.Л'*;/-,-Г,в-»с(^ Т.-Г,«'։5а,+А)

Здесь введены следующие обозначения:

131- 1 <УЪ'— , >• = _---- 1, V
/7։ 7.\ дг,-

С= со$(з։- 2«)

5 = $1н("։—2«),
1

Уо7՜'

^=А’.֊*2А!', ^=е^р( 2/-՜

111 три х з ,м и обозначены бсзра з м ср н ыс = I ерем он иые. полученные
после следующем замены переменных.

V՜՜ — ’»=77°'։. ’г^Т?7-'. А:=но(О)
а //, /7։

В работе [15] дается расчет зву:<озы\ пучков в газовой динамике. 

Пр)! гом решается уравнение, которое получается из (1.1) при /7=0, 
кроме юго. рассматривается сжимаемая жидкость без пузырьков га
за.
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В настоящей работе для системы уравнений (3.3) (3.10) числен
но решена задача Коши на ЭВМ ЕСЮ4л. При этом проведена целая 
серия расчетов для различных значении параметров, характеризую- 

щнх поведение узких пучков. \=-т- у„֊, дающего отношение не-

I
;——. дающего о г- 1Уи։

ношение радиуса кривизны к начальной ширине пучка.

линейных и дифракционных эффектов н г = —.-
Г
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Результаты расчетов для значении К* — 4.5; 9; 25; 0 ։=0. 0=0,1; 
1.1; дисперсии ;= 0,1; 1; диссипации г=0, коэффициента иели-
нейност /<///,—- 0.1; 0.05 приведены на графиках. Па фиг. 1 5 при
водится значение ширины пучка Как показывают расчеты, при Х; — 

-—4.5 происходит расширение пучка, при .\’=9 пучок сперва сужает
ся. ио. доходя до фокального пята, затем расширяется, а тля К =-25 
имеет место фокусировка пучка (фш 1) Там же пунктиром приво
дится решение по приближенным форм) <ам, полученным в [10]

, ^՝՜ >- ^Т /А', _Д > £7 ,
-- ----- г----------с~ =\ «1/

Как видно из фиг. I, для Й=25 фокусное расстояние по прибли
женному решению значичельио больше, чем по уточненному, для X — 9 
приближенное решение фокусируется, в ’го время как точное решение 
дает фокальное пятно, а при X — 1,5 в точном решении имеет место 
дефокусирование. Таким образом. ;ля сильной нелинейности точное 
решение быстрее фокусируется, для средней нелинейности точное ре
шение не достигает фокуса, а для малой нелинейности происходит 
расширение пучка.

В силу большого количества параметров, как и в нелинейной 
акустике (15]. введены безразмерные параметры, содержащие влив 
вне констант на решение, в частности радиус пузырка К входят н на 
рамстр характеризующий дисперсию, при помощи, коэффициента 
Подобная классификация выделяет влияние дифракции 0. нелинейно
сти X. дисперсии $ на волновое движение в пучке.

Приведенный метод является простым и эффективным при расче
те пучков для различных сред.

Автор статьи выражает глубокую благодарность А Г. Багдоеву 
за большую помощь в процессе работы.

THE INVESTIGATION OH NONLINEAR NARROW BUNDLES IN 
ELECTROCONDUCTING PLUID WITH GAS BUBBLES

S. M. MANUKYAN

ՈՋ ԳԾԱՅԻՆ ՆԵՂ ՓՆՋԵՐԻ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒՄԸ ԳԱՋԱՅԻՆ 
ՊՂՊՋԱԿՆԵՐՈՎ ԷԼԵԿՏՐԱՀԱՂՈՐԴԻՉ ՀԵՂՈՒԿՈՒՄ

Ս. Մ. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ

Ա մ Փ ո փ ո ւ if

Դիտարկված /, է/աղային պղպջակներով էլեկտրա ■ աղ ո րղիչ < եղ nt կոր ։i նէպ 
փնջերի հաշվարկի խնղիրրէ IJ turn ղ if ած I, կարճ ալիքների և հարմոնիկի 
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տմպլխոէէէէյի ակասարումնհրր , որի (1<,ծ ո, մ{, փնտրվամ / ւրւասէքան i/iSy/,;*/. 
աեէւրէւվւ Ամսղիտւււււի, փոէ{ի, կորովԿան ե փնջ/ւ րսյնով1յան հաքվարկի մի֊ 
ջ"!]ով и տ արկած է. րսծամ կիւր»ււս>նր1>4էյին աիրուհ)ի համար։ !Կ.րկած հն 
սաարկած րսծման У'/'0' 14՛ արկած / Համ 1,մատւււի քուն մ ոաակոր բա֊ 
նաձևհրի ւ ածման '.հա։
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