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О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ ДЕФОРМАЦИОННОЙ ТЕОРИИ 
ПЛАСТИЧНОСТИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА

ЗАКОНОВ УПРОЧНЕНИЯ

ШОПХЕТ Б. К

Рассматривается трехмерная задача деформационной теории 
пластичности при малых деформациях.

При некоторых ограничениях на законы упрочнения доказаны тео
ремы 1,2 существования и единственности решения. Теорема I была 
сформулирована без доказательства в [I]. Условиям теоремы I удов
летворяет часто применяемый [2.3] степенной закон упрочнения

s0=At0. Фв==ВД։)՝;, 0<т,<1. A, B=const (1)
Теорема 2 относится к случаю несжимаемого материала; ее ог

раничениям удовлетворяет. например, закон л=Я(уЛ՛՛.
/. Постановка задачи дли с vea маемого тела. Пусть й -трех

мерная связная область переменных .v—{.с։} с кусочно-гладкой гра
ницей dQ

Пусть а(х)—тензорное поле второго ранга, заданное в О. его 
декартовы компоненты обозначим через ац и положим

ad '^4֊ (2 " (“J

Рассмотрим закон связи напряжений и деформаций вида |-||

7(Х)=Р(Г(х), 5)={ft,№). х)} Iх) + P,(i.(x-). х)^Л՝ (3)

I '?.(*> ’

Предположим, что Рх(՜. х), 1\(~, х) кусочно-непрерывны по л՜, 
непрерывны по - и строго монотонно возрастают по х. Пусть сущест
вует и положительные константы av Ьх, аг, Ь.., п, такие, что

«хЫ’<Р։(^х)|^/71|х|т при |т>то։ (4)

Pt(x, X) при (5)

Соотношения (3) задают физически нелинейный закон упругости, 

соответствующий удельной энергии деформации А(е, х)

А(г, х) х) .42(i։, х)
(6)
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•՝') = 3 А(т, л:)=2 1՛ />,(?. .?)</•:

•I о

Обозначим через /:(£-) множество полей деформаций, имеющих 
конечную энергию деформации. Пусть граница области Р состоит 
из двух участков 5, и 5.. на 5, тело жестко защемлено, на 5։ зада
ны напряжения.

Обозначим через {/(*-) множество голей перемещений, обрата- 

ющнхея и ноль на и таких, что соответствующие полю и дефор

мации ֊(/<) — '2 '(нц //. ))} принадлежат /:(Р).

(;,«(<՛)) ֊/.(.՛)—О для \’г?£Л7(£>). /.(/՛) (/. гг).-}-(/•, Лч (7)

.Здесь / {/,) заданные в £2 объемные силы, I {Г,} заданные на 
пещер-.ногинл" '.и.՛ .. ( (О) множество гладких нолч! перемеще

ний, ՝. длвлетворяющих ֊еловик« — 0 на ■՝՝՝,
Решением задачи Л иазопем удовлетворяющую уравнениям (Л), 

(7) тройку полей < Д •֊”. ь°), такую что
Теорема 1. Пусть функции Р}У !\ удовлетворяют сфор^улпро- 

ванным выше । граничениям, нагрузки /. /• ограничены- Тогда су
ществует единственное решение задачи .4.

2. Локазател։ сиа:о теоремы I. Пусть у=, 1. /-> = ? I 1 (см.
(4), (5)). / = |п1п {с/, р\. Так как положительны, имеет место: 
<7>1, р>1, />1.

Обозначим £„(й) пространство функции, суммируемых со сте
пенью « в Й, норму в £*(£) обозначим || • Ца.

Введем на множествах 1\<Л) нормы |[ • |]₽, || •

ЙгНМЬ 4֊ Й—Н«)к (8)
Лемма 1. Множества £'($2), банаховы пространства отно

сительно норм (10), непрерывно вложенные в пространства А/(Й), 
№х’(й) соответственно.

Если а=р (и, следовательно, /—/?). нормы в /:(Г2). ЕГ(Й) эквива
лентны нормам в А.'(СП, с<-ответствснно. Доказательство сле
дует из (4) (6) и неравенства Корна |5|.

Введем банахово пространство /<*(£!), сопряженное к простран
ству /:՝(^):

£'*(П) = {ф = {Л/}5 с0СА<(£>),

ЧКк+1ГМл-. (^'Г1+¥ ’=Ь (//) 1 ’=1

Лемма 2. Закон упругости (3) есть непрерывный строго моно
тонный оператор из £(£2) в £*(й).
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Доказательство Непрерывность следует из предположений (4). 
'5) и свойств оператора 11емыцкиго |6].

Докажем, что при и V։'. -пранедлнно неравенство

(Р{‘\ х) - Р(е\ л), ? - •-*) >- 0 (9)
—♦ —

причем знак равенства шстигается только при = ••-֊՛- Преобразуем 
левую часть (9):

(Р(Г\ л)

Л=3(Л(։2, Л=(л(^

По условию, функции /\ ։трого монотонно возрастает по поэтому 
/։₽»0, причем ,/։= > тогда я голы. ) тогда, когда -!=^. Преобразуем 
Л; используя свойство '/>,,--0 и раскрывая скобки, получим

/ йГ £՜' \ /։=-2(Р։(у;) Р։(0;))(/ <1 2(А( ,'Ь- /<(<.;)>;)( 1 ֊ ֊' 1 (10)

Оба слагаемых в (10) неотрицательны, причем Л-0 тогда и 
только тогда, когда ՛>•= >՝, I 1]։ ), отсюда

По условию теоремы, нагрузки /, /•' ограничены, следовательно, 
они принадлежат пространствам А<(Й), А. (52) соответственно. Тогда, 

по теоремам вложения, введенный в (7) линейный функционал А (г՛) 
непрерывен в пространстве 1Г/3(Й). и по лемме 1, он непрерывен в 
пространстве 0г(2), то есть А( ■ )ь7г*(Й)—сопряженному пространству 

к (7(2). Обозначим через =(«) напряжения, определяемые по дефор
мациям £(и) из закона (3). По лемме 2, оператор есть непре
рывный строго монотонный оператор из пространства А'(Й) в (/*(2). 
Тогда задачу Л можно представить в виде операторного уравнения

(а(ц), г(^))2—/ (г’) = 0 для V г’ёА֊’(Й)

В силу теоремы 18.2 |6] для завершения доказательства доста
точно показать, что справедливо утверждение

(□(«), <(«))и • (||« „) ©О при 1!«|Ь ->ОО 

которое следует из (4), (5). Теорема доказана.
•?. Постановка задачи для несжимаемого тела. Примем закон 

(3) связи девиаторов напряжений и деформаций

,;(;)='Ы£1 /(.■?), •Мл-)=Р։(^(Х),Л) (Н)
Мл՞)

Обозначим через Л/(Й) множество полей перемещений, обращающих- 
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ся я ноль на удонлешоряющих условии» несжимаемости и таких 
что конечна энергия деформации:

/7(Й)Л«!«՜ О на «,= 0, ( Л,.*,. лМЙ<оо, :֊(„)]

Решением задачи П назовем удовлетноряюшую уравнениям (7> 
(11) тройку полей (;*°, з°, «°). такую, что «%/7(О).

Теорема 2. В предположениях георсмы 1. справедливы утяерж 
ле ни я.

а) ’-‘.ели 5։ не совпадает с дО, (то есть 5, непусто), то существу 
ст единственное решение задачи В.

в) Если Sг֊(j{.,. (то есть 5. пусто), г<» существует решение зада 

чн В. причем и\ 2° определяются единственным образом, а поле 

определено с гочностыо до слагаемого егС, где С? — единичный тем 
зор 2-го ранга, а произвольная константа.

с) Поле доставляет минимум функционалу полной энергии /(и 
на множестве //(&), где

/(«)= Мг(Ь|. х)г/2—£(«), е= -(«>

'*
Р.) Поле з° доставляет минимум функционалу дополнительно! 

энергии /*(о) па множестве статически допустимых полей на 
пряжении:

/*(3*)=|Лц2^. .с)т/и, .<(:, л:)=пиг('-֊?Ь('. х))

и

(з,Ц?))_-Ц^)=0 Для У^и ^)\

Здесь .4^ сопряженная (по первому аргументу) функция к А 
Доказательство. Рассмотрим задачу С - минимизировать фунь 

ционал /(«) на .множестве //(ПК и задачу С* минимизировать /*(; 

на /<(£2). Из |7| следует, что С* -двойственная кзадаче С.
Из леммы 1 вытекает, что /-/(П) — подпространство пространств 

№р(2). Из леммы 2, функция Д։(о,.х) строго выпукла по переменны 
<Г

Из (4), (о) и неравенства Корна [о] выводится, что /(//) облад: 

ет т—свойством, поэтому существует единственное решение и* 31 
дачи С.

Лемма -Т Пусть IV (Е*) — подпространство пространства №д(2
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Состоящее из полей и, обращающихся в ноль на 5Р Ж'(£2) со
пряженное к нему пространство.

Рассмотрим линейный оператор <?, переводящий поле 

а=.{з{'<^А~) » элемент (?(=) определяемый формулой

<Р(в).м>=(з. Ци))в (12)
Здесь < > - отношение шойственностп между \\ и \\'(֊).

(и ра ве дл ива опенка:

Й,-<ФЪ КФ).. (13)

где || • Ц«.г* — норма в и’(^). <՜ некоторая постоянная.
Если 5\ нс совпадает с д£2, последнее слагаемое в (13) можно 

опустить, то есть

Йр'«(113Ъ’ | №)!к-) (14)

Доказательство. Известно 101. что если не совпадает с . 

то для любой функции существует ноле -\\’(2) такое, что

-• (15)

Тогда справедлива цепочка неравенств

- - max —— max
т6Лр{а> г.г

)з0Ц;//‘2 \ЗЛ1Ь.ДИ
^cmax —------ max —;—

|Wj.r
(16)

(’. c(«)) (s', ։'(h})a
= стах----------- ------------------֊< c(llQ(3)Hn-.-4!:' >)

a64-’ri.7

Если S։=(92, to [9. Wj для любой функций, у удовлетворяющей 
условию

найдется поле U7(L?), такое, что имеет мести (15). Положим

31(л-)=50(л-)- где == 1=0^12

•J
Тогда

Ibollp- < Uli// +mesl//,,2jG| (17)
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Поэтому вывод (13) сводится к оценке величины Цз/1.,.

Из неравенства

?Н rU)-?
•J 

следует, что

1?г^֊Ч l^i^l

^c'max ֊--------  <cmax—-------- (
••f'''֊'r?i+h։L l?L>

11 j (17). (18), (15), повторяя выкладки (16). получим (13).

Так как

(П/Т,. • 6՛՛ .

то для поля тГ/<(£2) свразе длина о цеп к.։

,.Q(0,։.=£<( /1՛-t ||/'Ъ°
Если 5, совпадает с r/Q, то множество A't’J) вместе с кажды 

элементом - содержит элемент

?»з.-з (J, ’^=1

Очевидно, что з =г, поэтому / Д?)±=/Д՜;1), следовательно. решекл 
задачи С можно искать на подмножестве

А(,(Й)=| /^/<(Й). |\С</И=<)1

"Л
Из (1'>). (14) и оценок (4). (й) следует, что выпуклый функционал 

/*(э) строго выпуклый на А" и обладает т— свойством на /<°(Й), 
отсюда [6] следует существование единственного решения задачи С- 

принадлежащего и очевидно, что любое поле напряжений 

отличающееся от этого решения ва слагаемое а(/, л—константа, так
же является решением задачи С\ Обозначим решение зада 

чи С через Для завершения доказательства теоремы 2 нужно 

показать, чти поля (//Ди л связаны законом (II). тогда троГма 
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(«*. s’. (Г), где «* = е( к*) — решение задачи 13. Из теоремы 3.2 |8] 

следует, что пара (.?*, у*) (где ’’--=0*. у*=( •♦,«♦)) седловая
точка функционала .Ъгранжа Л(г, у) на множестве Z

Ms(>„J)dfi -/.(я) օԱ(«')-Հ 4- խէԳ

2={Ф(С.О), չտլնգա
Используя необходимые условия [8]. которым удовлетворяет седло
вая точка, получим (II). Георема 2 доказана.

ON SOLVABILITY OF DEFORMATION PLASTICITY THEORY 
PROBLEM FOR ONE CLASS OF LAWS OF HARDENING

B. A SIIOJKIIET

ԱՄՐԱՊՆԴՄԱՆ lib ԴԱ11Ի ՀԱՄԱՐ Պ1,Ա11Տ1՚>ւՈ1՚ԹՅԱՆ
ԴԵՖ11ՐՄԱ81’11Ն Տ1;11111>ՄՅԱՆ 1..ՆԴՐԽ 1.Ո1’Ա1յԼ1»ՈհԲ-ՅԱՆ 11Ա111’Ն

l>. II.. ՇՈՏԽհՏ

Ա մ փ ււ ւ|ւ и ւ մ

Դիտարկվում Լ պլաՈտիկուքԼւսէն եոայւսվւ դ/միորմ սւդիոն աեսո»թյո/նր։
ենթադրվում Լ, որ դե-իո րմ Ոէ շքիսւն երր փորր ենէ
Ամրապնդման որենրի որոշ ւ/ահմաետփակու մների դեպքում սեդմեւի և 

անսեդմեյի նյութերի համար աորոէյու րքված են դո յէէւթ յան և միակութ յան 
թեորեմներէ
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