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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СОСТАВНОГО СЛОЯ С 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ РАЗДЕЛА

МАТЕРИАЛОВ
МКРТЧЯН А М, ПАГЮЯН С С).

Контактные .задачи для цилиндра и с.юя рассмотрены в многих 
работах. Контактная задача для ин чаншно слоя, когда плоский жен­
кой гладкий штамп перекрывает граничную линию цилиндрической 
поверхности контакта между слоем с отверстием и цилиндра, вложен­
ного в «то отверстие. рассмотрена ։։ работе [Г]

Н.з решения, приведенного в [1|. ппдпо иол\лит-, решение задачи 
в случае, когда штамп имев! радиус вложенного цилиндра.

Рассмотрим задачу для составною упругого слоя, состоящего из 
однородною слоя со сквозным цилиндрическим отверстием и вложен­
ного в это отверстие ннлин тра, имеющего размеры отверстия, и нахо­
дящегося п условиях осесимме:рнчной деформации (фиг. 1)

<р*1 . 1.

На граничной поверх пости слоя с цилиндрическим отверг! нем 
заданы нормальные нагрузки, а к горцам цилиндра приложены глад­
кие жесткие, симметрично расположенные штампы. Между составны­
ми частями слоя имеет место полное сцепление. Принято, что на всей 
плоскости ■? = /; каса тельные напряжения отсутствуют. Материал ци­
линдра характеризуется упругими постоя иьымн 6'։ и *։. а материал 
слоя—С/г, 'г. В силу симметрии рассмотрим часть слоя, занимающую 
область (0<г</т: г>0).

Для ной облает граничные условия запишутся в следующем ви­
де;
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(0<г<Л)
(1.1)

г) = /7<?(1, г): <7<»>( 1, г)=Г/р( 1, г)

^(г.Л)=О; зЮ(г,/?)==?։(г); (1<г<х>) (1.2)

и1)>(г,Н)=с; (<■)</*<!) (1.3)

’!'.(г, О)= О; //) = (>; (0<г<1)
(1.4)

-и»(г, 0) = 0; И<-)(г. ОНО; (1<Г<М

2. Бигармонвческие функции напряжений Лява для цилиндра и 
слоя представляем, соответственно, в виде [1. 2].

Ь I 

(0^г<1): (0<-֊=^й) (2.1)

Ф։(г, д) = //03 ]|| г -г V 1С^А;(р/) О^;'.АгК։(р/)}$1пр^-ь
Л 1

*

| [Л(р)*1иг + /Др)|1Сски. I и”0(рг)с/р, (|СУ<П<); (О-^с^й) (2.2)

о

где иА—-А՛ /,՛, /я(а) и Кл{х) -функции Бесселя (3|, я №п(рг) есть 
функции Вебера, которые определяются по формулам

1^(|.г)=/«(иг)Г։(И)-)-я(рг)/։(р) (2.3)

Функции Л(н) и /?Ф), а также коэффициенты и /?Л» (/ — 1; 2), 

входящие в (21) в (2.2). подлежат »пределению из условий (1.1)-- 
(1.4).

При помощи известных соотношений компоненты напряжений и 
перемещёний выражаются при помощи би:прмоническнх функций Ля­
ва [2].

Из (2.1) и (2.2) следует, что условия (14) удовлетворяются тож­
дественно. Удовлетворяя условиям (1.1) Н.З). получим

|3(1֊2.։)е։+4(1-71)Р4]Д=С. 6>,Я,-2(1

М(н) т 2>;2^(?)| зЬий и/;^(р). и;--//—0; 2/-',,—

С1"=^’| ֊֊֊֊ | 0^-;

| 1-и 1—и
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х I бр 1֊=^ + -Д-т- ֊ "i՛՛ [I I о-i G—i I

О 
(2.5)

О л

В (2.4) и (2.5) введены следующие обозначения:

с<1>=(- 1)^с;Ч(н*); /)’։’=(֊1)^/41։/,(!ч)

С^=(-1)*и^/<։(рл); /^=(-1^’Ц-)Л'։(иД (2.6)

$1(Ь)=-Ч=М M-Q*; 

1—(/ 1—G

^(!>։)=Л'։ -i <к S.(h։)=Z։ + ^45;- Q‘
_ 4(1^). _ ). / i _ ,

Zil 'W /w-K։(nJ’ ^“z*’,z*2

V 11’1 2(1-*i) / It 2 1 2(1->j)Л*=^1 - —֊; b=yJi4H- ■
‘A ГЛ

•42)=1‘J i-7LI֊H(1֊*i)z,..i; H?=hJ i-z;2l-i(i -։)zw (2.7)

/r(u)=-i2/i(|i)shu/?; ?2(и)=֊-!— I r<p2(r) W^prjt/r; Cj - 
Ч1) .՛ G2

I

Установим асимптотическое поведение неизвестных систем (2.5) 
для больших значений р и |.it. Для *того предположим [4] что имею? 
мести следующие порядки убывания:

рт и !‘Г 4 (2.8)

При больших знамениях ц и пд с учетом асимптотических повеле­
ний функций Бесселя и Вебера [5], а также (2.8) уравнения (2.5) 
можно записать в виде

£^/7-?^ р1 7 
н; '։ i1; ?2 хл .՝!1Ин2 

б

(1 '2)-֊т֊5—
11л I* I1
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/л՝>. да
(Й ?гУ

(2.9)

2«։
о

рТ 0—1 тч • 1‘
- б ко

где

14
(7-1

4(1 -46

(} 1
(2.1’04(1-'|) .

Используя опенку [’»}

11т V | /|х)(/х
о

с учетом таченнн иптсч рллои

Г и* ~ 

о 2р>1п - * *1

(п* I .1 п
</ч= -------- •—

4и-н$|п
(2.12)

О О

и асимптотических значении сумм для ОС. 1 ыних

՛՛* /I аЛ

4и--։$1п —2

(2 13)

получим, что а=3==7 и

М^)\+^Сг«]=4бОД(1֊>|)֊0|; ЛГ|О<%-֊Д^,1 =֊4^П5 (2.14)

(1-г)С I
0—1 I

где

Л’=Яп 2 = «|п*9; в = ֊; в<”— 
2 2 ’ Л

(2.15)

Система (2.14) имеет нетривиальное решение, если ее определи­
тель равен нулю. Это приводит к следующему трансцендентному урав­
нению для определения а:

4о։3։31П։— 4 (1—$>)($։— '՝։) — 41Ч։=0
2

(2.16)

Для выяснения повеления напряжений на концах поверхности 
контакта подставим (2.8) в выражения контактных напряжений аДг.г) 
и т,4(г, г). Выделяя главные части при г-»1 и г--А с учетом асимп­
тотических значений интегралов и рядов [4—6|

13



ч. 2______________________Л________ ՛•
*“* 4Г(7,)СО8֊’ "г)՛

--------'1-------------- к_ (2,17)

2 г։> О‘-о։֊(1 »)

-У Г (г 1)’ ’
0

получим

<<’)(/•. г)---------Д\_„ . 2)---------- Л-------
(Л-г)1 ’ д; (//-£)'֊“

г-к :-Ь
(2.18)

□р =<-') а!֊)
_-)---------- 2-------- . -д.')(Г։ 2) ------------ £_------ __2------

.1 (&-*)’ ’ (Л -г)’-“ (Г-1)' ’

где

4п 2

/1 Т'1=о)=-^г՝1-’)5‘"^И4',(ч֊֊ 1)4-0^; 1)1

(2.19)
^֊П1-*)^1^-1)-) 1)1

‘1

=-----^2_Г( 1-1)5(11
г. 0

Из (2.14) и (2.18) следует, что мы должны ограничиться корня­
ми (2.16), расположенными в интервале которые зависят
только от двух комбинаций и < четырех упругих постоянных 
>а; О’։; 6։. Решая (2.16) для одного случая <, будем иметь реше­
ние для нескольких значений а: ч»;

Легко видеть, что «=0 не является корнем уравнения (2.16). Сле­

довательно, при Л—сю; £*(и); .О}՜1 (2.8) убывают со ско­
ростью /г՜3 и р՜“. В частном случае, когда материалы составляющих 
частей одинаковы С։—-62; у։, получаем уравнение 81п։-0=1 2, ко­
рень которого (0<«<1) определяется непосредственно 6=1 '4; я==1/2.

Из (2.18) следует, что особенность у конца штампа, действующе­
го на однородный слои, имеет известный порядок а=1/2. В общем 
случае трансцендентное уравнение совпгдае։ с уравнением, получен­
ным в [7] для плоской задачи, когда трещина, находящаяся в одном 
теле, упирается я полуплоскость из другого материала пол прямым 
углом, 
14



В таблице приведены значения корней 0<Л<0 уравнения (2.10) 
при различных соотношениях >։; *2; (՝! — (>}1(\ и соответствующие им 
порядки особенностей 7 = 1

Таблица

о II 
г. |

 С. ъ=-а=о,з Ч 0.3. /•2 - 0,35

а 1

100 0.7061 0,2939 0.6754 0.3246
10 0.6572 0.3328 0.6 И 7 0.3583

1 /02 0,5020 0,4980 0’2906 0.5094
1.0 0.5000 0,5000 0.4886 0.5114
0.1 0.2464 0.7536 0.2392 0.7С08
0.01 0.085'2 0.9148 0.0822 0-9178
0.001 0.0272 0.9728 0-0262 0.9738

При получении уравнений (2.5) контактное условие равенств.։ 
нормальных перемещении использовано в дифференцированном виде. 

Если использовать это условие в первоначальном виде, то нгорос 
уравнение (2.5) будет иметь вид

֊ 00«>5г(|.։)=4| 3( 1-2֊,)^ : ։( 1 -,,)/>] ■

вад г в’офм
+ ^)итаГ|(1-'։)('1։+’‘‘И|։։|‘/|՝ (2'20)

о
и

2(17',)С [ ^-)<#!1=-й|3(1-2ъ)£,+4(1֊«,и.1 = 
о
_СО1|(1-О-)-2()-.1)| (221

Из (2.5), (2.20) и (2.21) следует, что все неизвестные £)£>; О1՝} и 
/?-(р) прямо пропорциональны осадку штампа С.

Выражения нормального напряжения пол штампом через />р; 

Ор и £*(р) записывается в виде

в.->(г А)= С0,|2(1->,)֊|2(1+.,)0| ։ - ( й,„ /2(1-,,) 
‘ л|(1-2>,) < о| г.,1 ‘ ад-о

Следовательно, интеграл напряжений, действующих под штампом, 
также будет прямо пропорционален осадку штампа.
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CONTACT PROBLEM FOR A COMPOSITE LAYER WITH THE 
CYLINDRICAL SURFACE OF MATERIAL SEPARATION

A M. MKRTCIIIAN, S O. PAPOIAN

LMIN+bPb ElldlEbirU.u «M.IU.U.5M, IIIIJibl'b’I.IH'-il»- lll'i.bBII'l, 
PU.WPMH r.bl'Sb 2II.HU.P hlh.SU.USIJ.3M. hVH'P

и ir. ir’irsgm. u. z. win апл.

II. li ։|1 II ։ji П I if

'l,f4ituipl(ifiuA / ршцшцр^иц Gipmft Ijniiiiiuitfiiiitij/tii /iiLr/Д/г, hpp '.uipP 
qpnitlp t(lipiuitifur') ( dlif Ч(,,1,г,д 7//«^// dutt[iutn1lLpftii:

luiitffipp pLptfutA I, tuinft.pe utiipin . ui of uiljiiiii h hp((pnnq iitittfi
fl fl tn I, if pin I ' Ш if it! n at p toil'll Lp/i ՛՛ in tf III/] m pt) fi:

lupi/ifniA ( Ill'll՝. U) I util !,p ft lltll/lil ll/lll ttlllflll ifllipppt flpllllfiui) f lltliiutuilfinut - 
jflil lUlpniuilhpfl Luutljfllllfl tlllitill.pfl Ijiupifpi
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